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Это цифровая коиия книги, хранящейся для потомков на библиотечных полках, прежде чем ее отсканировали сотрудники 

компании Соо^1е в рамках ироекта, цель которого - сделать книги со всего мира доступными через Интернет. 

Прошло достаточно много времени для того, чтобы срок действия авторских ирав на эту книгу истек, и она иерешла в свободный 

доступ. Книга переходит в свободный доступ, если на нее не были поданы авторские ирава или срок действия авторских ирав 

истек. Переход книги в свободный доступ в разных странах осуществляется ио-разному. Книги, перешедшие в свободный доступ, 

это наш ключ к прошлому, к богатствам истории и культуры, а также к знаниям, которые часто трудно найти. 

В зтом файле сохранятся все пометки, примечания и другие записи, существующие в оригинальном издании, как ттаиомиттапис 

о том долгом пути, который книга прошла от издателя до библиотеки и в конечном итоге до Вас. 

Правила использовапия 

Компания Соо§1о гордится том, что сотрудничает с библиотеками, чтобы иоровссти книги, исрсшодн1ио в свободный доступ, в 
цифровой формат и сделать их широкодоступными. Книги, перешедшие в свободный доступ, принадлежат обществу, а мы лишь 
хранители этого достояния. Тем не менее, эти книги достаточно дорого стоят, поэтому, чтобы и в дальнейшем предоставлять 
этот ресурс, мы иредириняли некоторые действия, иредотвраш^1юпще коммерческое использование книг, в том числе установив 
технические ограничения на автоматические запросы. 
Мы такж:е иросим Вас о следующем. 

• Не исиользуйте файлы в коммерческих целях. 

Мы разработали программу Поиск книг Ооо§1е для всех иа'шзователей, иоэтому исиользуйте эти файлы только в личных, 
некоммерческих целях. 

• Но отправляйте автоматические запросы. 

Не отправляйте в систему Соо§1е автоматп^1еские запросы любого вида. Если Вы занимаетесь изучением систем матнинного 
перевода, оптического распознавания символов или других областей, где доступ к болыному количеству текста может 
оказаться полезным, свяжитесь с нами. Для этих целей мы рекомендуем использовать материалы, перешедшие в свободный 
доступ. 

• Не удаляйте атрибуты Соо§1е. 

В каждом файле есть "водяной знак" Соо§1е. Он иозволяет пользователям узнать об этом проекте и иомо1ает им найти 
дополнительные материалы ири помощи программы Поиск книг Сооё1с. Не удаляйте его. 

• Делайте это законно. 

Независимо от того, что Вы исиользуйте, не забудьте проверить :1ак01Н10Сть своих действий, за которые Вы несете полную 
ответственность. Не думайте, что если книга иерешла в свободный доступ в США, то ее на этом основании могут 
исиользовать читатели из других стран. Условия для перехода книги в свободный доступ в разных странах различны, 
иоэтому нет единых правил, иозволяюшдх определить, можно ли в определенном случае исиользовать определенную 
книгу. Не думайте, что если книга появилась в Поиске книг Соо§1е, то ее можно исиатьзовать как у10дно и 1де угодно. 
Наказание за нарушение авторских ирав может быть очень серьезным. 

О программе Поиск кпиг Сооё1е 

Миссия Соо§1е состоит в том, чтобы организовать мировую информацию и сделать ее всесторонне доступной и полезной. 
Пр01-рамма Поиск книг Соо§1е иомохает пользователям найти книги со всего мира, а авторам и издателям - новых читателей. 
Полиотекстовый поиск ио этой книге молено выполнить иа ст]>аиице [ЬЪЪр ; //Ьоокв . §оо§1е . сош/ 1 
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(едЬжавяое ъ% 79 эас{1дати рсщ1к физнко-математнчегЕпкъ наукъ Общ^- 
ства ЕстРвтвомспытателРЙ при Импегаторскомъ Казанскммъ Уи1СВ1>рсв- 



§ 1. Какъ въ Анализе, такъ и въ Теор1и чиселъ встрЬ- 
чаетси веобходимость въ внан1>1 величины разлнчннхъ пыра- 
лсев!й, зависящихъ оть ряда простыхъ чиселъ. Таковы, напр., 
выражеи1е суммы простыхъ чиселъ, не превосходя щихъ из- 
вЪстнаго прсд'^ла. выраженш числа ихъ, сумыц ихъ логарио- 
жовъ я т. д. Сложность извЬстныхъ точвыхъ форыулъ за- 
ставила искать приближеннаго р^шев1я вопроса. Но вд^сь 
встр'Ёчаютса разлвчныя ватруднен1а. Изъ нихъ особенно важ- 
ны сл'Ьлующ1я два, который мы разъяснимъ па примЬрЬ. 

Возыиемъ формулу ') 



"2^3^5" 



=1д1дп-\ 



Чтобы пользопаться ею, необходимо определить СопаЬ, 
в для этого нужно вычислить сумму ^; - до в4вотораго, бо- 
зАе илв нен^е значительнаго п. 



\ Теор|'я сравнен!!! Чпбытев». 




Спрашинаетсл, вавакомьг/ иу^коо осгаповвться, чтобы 
формула была возножпо болЬе точиа. 

Наиболее правильный путь состоитъ въ томъ, чтобы 
определить СопзЬ при и = со (или ивогда при « = 0, при 
и=1 и т. д.)- Если рядъ расходящ1йся, какъ напр. въ дап- 
ноиъ случаЬ, то потребуются искусственные пр1еми для опре- 
д'Ьлен)я прел{1ла разности между перво!! частью формулы и 
переменной частью второй. 

Другой путь состоитъ въ тоыъ, что берутъ несколько 
различныхъ звачеи1й п и находятъ среднюю величину С'оизЛ 
Формула очевидно будетъ включать погрЬшноеть, заключаю- 
щуюся въ апачен1и Соп&Ь. 

Вторая причина погрешностей состоитъ въ неизвест- 
ности предела, до котораго нужно брать выражеп!е, заклю- 
чающееся въ формуле. Нужво ли брать его при п или при 
какой либудь иной соотнетствующей и величиве. 

Между тЬмъ отъ нзменен1я преде.11а » можетъ полу- 
читься ошибка, по свои^ъ размерамъ доходящая до вели- 
чины иоследвяго слагаемого. 

Для устрааев1я этихъ двухъ наиболее вал^ныхъ при- 
чипъ погрешностей ириблихевннхъ формулъ Теорш чиселъ 
необходимъ новый прнпципъ. 

Мы предлагаемъ этотъ нривципъ подъ пменемъ прин' 
ципа узловыхъ точекъ. 

Онъ показываетъ^ напр., что при определеп1и 2 



до 



р=\^^д\ и до р=- 199, несмотря па то, что и 191 и 199 суть 
числа простыя и вритомъ довольно близк1я между собою, ы. 
первомъ случае нужно взять пределом!, само число 191, а 
со второмъ 207,9, Теже самые пределы нужно брать и въ 
другихъ формулахъ, такъ что для каждаго простого числа 
существует'ь сдпиствепчый, строго определепяый пределъ, 



до котораго пужпо брать сумму кякнхъ бм то пи было фувк- 
Ц1Й, заьисящихъ отъ рлда простым, чиоель. 

Такъ, напр,, при определен!!) ^111Р до ^э=191 и до 
р=199, если пр-'д^Ьдами возьмемъ 191 и 207,9, то, кат. уви- 
димъ иажс, получимъ по формуле результатъ точоый до де- 
сятитыслчеой доли единицы. Между т^мъ, если и по вто- 
роыъ случае въ формул'Ь предЬломъ возьмемъ »'=р, то по- 
лучимъ иесьма большую ошибву пт. 9 единнцъ. 

Прежде, ч'Ьмъ переидти къ пзлт[:еп!ю принципа, дово- 
дящаго погр1;1111И1СТи до саыыхъ ппчтижныхъ размером., п;1мъ 
вушяо сказать п^ёсбольбо слоеъ о плотиостн простыхъ чиселъ. 

§ 2. Выраженья плотности простыхъ чиселъ. 

Число вростыхъ чиселт,, не превосходя щихъ х, мы бу- 
демъ обозначать черсзъ 0{х). 

Длл выражения этой фуивц111 Риыаиъ далъ сл^дующ|й 
рядь 



}1дх 



и гд'Ь 2„ раиво 1 при п=\ или п, раввомъ числу, состоя- 
щему изъ четнаго числа первонач. рааличпихъ мнолштолеб, ^д 
равио — 1, прн п, состоящем'ь изъ нечетнаго числа первова- 
чальпыхъ множителей и ^„^0 при и, дЁлящексл па квад- 
ратъ. Условившись обозначать величину паписапваго выше 
ряда черезъ К-х), будемъ им^ль 



(1) Щх) = гг{х)~ 



1 , 



1 , 



1 , 



Произполпую отъ этого рядя мыбудемъ называть плот- 
ностью простыхт. чиселъ нъ точк'6 х и обозначать черезъ 
А{х). 

Такпмъ образомъ будсмъ им-Ьть 

При 11ичисле111и какъ Д(.г), такъ и А{г.) нужно 011ра- 
тнть 1!Н1шан1е на следующее. 

Пероый члень значительно преобладаетъ надъ осталь- 
ными, такъ что одинъ можотъ составлять первую степевь 
приближен 13. 

Для 1толучев1я второй степени прибл[1жео1н можно къ 
перпому члену прибавить сумму второго и третьяго. 

Зат'Ьмъ идутъ члены четвертый, питый и шестой. Сум- 
ма ихъ весьма ма.1а не только нъ сравнен!!! съ нервымъ, 
но даже и съ суммой второго и третьего. 

Сумма вс'Ьхъ остальныхъ члеповъ, пачипая съ седьмо- 
го, им'Ьющаго коэффпцтеитомъ 5,1,1 весьма мала даже срав- 
нительно съ суммой 4-го, 5-го и 6-го членовъ. Это обстоя- 
тельство весьма важпо » ми его разъяспимъ подробн'Ье. 

Седьмой и сосьмой члевы 

^^гх''-и-^11х'' илп-^'- '^-п■'' 

весьма близки по абсолютной 1!елпЧ11Н'Ь, по противоположны 
по знаку. Сл'Ьд. ес1и каждый изъ пнхъ принимать за весь- 
ма малую величину нерваго порядка, то разность будетъ ве- 
личиной второго порядка. 

Сл'Ьдугощ1е два члена, им'Ьющ1с коэффйЦ1ентами д-^^ и 
5|,, также весьма близки по величннЬ, протнсоноложны но 
знаку и нритомъ даютъ разеость, противоположную предъ- 
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идущей. ВслЬдст111е того вся совокупность членовъ, соотв'бт- 
ствующих!. 7„т ?,,> ?,, и (/,, можетъбыгь отброшепа поея 
еравеительпо ничтожной величин*. 

Совершенно въ томг. же' положенш ааходятса сл4дую- 
Щ1е четыре члена, соотв'Ьтстпующ1е дг,^, д^,, д^^ и у,,. 

Длл нрнм'Ьра возьмемъ Л{х} при х=е'-''. 

Нпутри скобокъ первый члень равенъ 735,1. 

сумма 2-го н .?-го равна— 16,56 

сумма 4-го, 5-го и 6-го „ — 0,614 

сумма 7-го, 8-го, 9-го и 10-го „ — 0,0П 

Поел* разд'Ьлен1я 1га х^/х последняя часть даетъ въ 
частномъ такую величину, которой можно пренебречь. 

На о>'нонан1и высказанпаго соображен!» М1.1 будгыъ въ 
выраж1'н|!1хъ Е(х) и А{х) ограничинаться шестью, а иногда 
даже тремя первыми членами. 

§ 3. При значительной величин'!^ х въ написанныхъ 
выше рядахъ для Л(х) и А(х} члены весьма быстро умень- 
шаются. 

Нельзя того же сказать про случай, когда х не велико. 
Какъ по этой, такъ н по другимъ причишшъ важно знать 
еще другое разлояев!е этпхъ фупкц1Й. 

Изъ ряда, выражающаго И[х), 

(гд4 С есть Эйлерово постоивное) 

легко выводится следующее выражеа1е Мх) 

» о 1 1 ' ' 

гд* В„-\+^ + -^„ + ^+.... 
Изаиъ произиолную отъ этого ряда, булемъ иы^ть 
(4) ^(с)_1('— + ^+& + '»^+ \ 



г 



Какъ тотъ, такъ и другой рлдц суТ1. схоля1Ц1еся. ирп 
цс'йкоыъ X, итличномъ отг пуля, 

1. Узловыя точки. Прсдстаниш. себ* криную 

И лин1и^ проведен ВЫ)! параллельно оси ж на разст|)яп1ях'ь 
у=], »/ = 2 и т. д. 

Точки перес4чен1я ихъ съ кривой у = Е{х) будсмъ ва- 
зывать узловыми точками, а абсциссы ихъ узловыми числами. 

Если функц1ю. обратную |[>упкци1 Д[х), обозначимъ че- 
розъг((.г), то узловыя числа будутъ «(I), и(2) и т. д. вообще 
и отъ ряда еатуральпыхъ чисслъ. 

Принцчпъ, о которомъ мы говорили, СОСТОИТЪ ВЪ СЛ'Ь- 
дующемъ. 



(6) 






т. с. если мы хотимъ найти 2({р} для ряда простыть чи- 
сель, «за которыхъ посл)ьднее занимает?, мпсто {, а перво- 
му предшествуетъ I' простыхъ чисслъ, то мы должны /"(х) 
умножить па Лх г1 взпть гттечралй меокду «редП)Лами и{1'} 
и «((}. 

§ б. Поиашел'!., какииъ образомъ опрод'Ьляются узло- 
вая числа. 

Для зааче1ПЙ 11{х} составлены таблицы. Таковы табли- 
цы 01а15}1ег'а, бгаш'а и другпхъ. Пусть, иаир., памт. пуж- 
но определить м{71)), а изъ таблпць мы видиыъ, что при 
з;=е' = 403,4^88 и ЛИ = 79,0048. 

По формул'Ь (2) онред'Ьлнмь Ас\ Найдемт. 
^е' = 0,161273 

Зат'Ьиъ опред'Ьлимъ ту величину Н, которую нужно от- 
нять отъ е", чтобы Л(е') убавилось па 0,0048. 



Такъ какг ^1^ есть нропаводпап отъ Е{х) то, по ыа- 
-юстн прирнщепмЕ к, мижао панисать 

откуда ВИЛИМ1., что Л. 0,161273 = 0,0048. 
Получимъ й= 0,0298 н сл'Ьд 

е'-А=403,399 

Итакъ «((79) -403,40 

Въ при(|а1!лег1111 помещается составлепеая нами табли- 
ца узлоицхъ чпселъ, не прсвишагощпхъ тысячи, и десятич- 
пыхъ логлриомопъ ятихъ чис&лъ. 

При 11ЫЧ11Слев1и прй!ч>д11мыхъ натии иижс форлулъ при- 
дется узловыи числа возводить въ разлпчния степени^ а так- 
же находить 1(1 ^(и) и /!)1(/и{и). 

Для пахо;);де1[1)1 ?»/« поХог/я поыЬщаются въ полпыхъ 
таблвцахъ логариоыовъ особыя таблицы, Въ исриоИ степени 
приближон1я можно /// « получить, д'Ьлн Ьо() а па Ьоце^ 
= 0,4 443 (точн'Ьс па 0,4342945). 

Что же касается 1!11{/ау то его можно получить по 
^од Ьоц а сл'Ьдующпмт, способомъ 



/// /,'/ а = 



Ьде 



н 0,8340325 



Для нахождеп1я Н отъ увловыхъ чисел ь въ отрицательпихъ 
степеняхъ прилагается особая таблица. Къ пом'!Ё11(сн!ю ея по- 
будило то обстолтельство, что въ наибо.тЬе извЬстныхъ таб- 
лицахъ питегральпаго логариема промежутки между дапны- 
ык аргументами слишкомъ велики, а также п ои1иб];и, замЪ- 
чеиныл нами ггь этихъ таблицахъ. Такъ у Но11е1'я //й"''° 
равно — 0,00121 вм'Ьсто истпннаго числа— 0,00129 и у ЗсЫо- 
шПсЬ'а Не-'- рйнпо— 0,0014483 вмЬсто— 0^0011483 (Сот- 
репйшт Изд. 2-ое II т. сгр. 199]. 




§ 6. Д.1Д оирсд'Ь.1еп1Я уалоиихъ чнсоль, превишающихъ 
тысачу, мы дасмъ следующую формулу ") 



(К) 



/.0^/ м()/)-- 7,1 165926— теш ((30°— |) 



гдЬ Хо/ут= 1,4546126 

и уголъ а осред'Ьляетсц изъ ура!(ае111я 

7^г/Со5а = Ло|/[5,9245870-Хо|/(ж—1)]— 0,9435244 

По этой формул'Ь съ большой точностью мопсно полу- 
чать узлоныя числа иъ промежутке отъ 1000 до 100000. 
Логариемы нхъ им-Ьютъ в'11рпымг1 пять десятичвыхъ знаковъ 
и лишь незначительное уклопен!с въ шестомт,. 

Пусть напр., требуется опред'Ьлить, ка1пя пред'Ьльныя 
узловии числа'соотв'Ьтствуютъ промежутку отъ 5000 до 5500. 

Посл'Ьднсе предшествующее этому промежутку простое 
число есть 4999. Оно есть 669-ое простое число. Послед- 
нее простое число, принадлежащее взятому промежутку есть 
В483, которое есть 725-ое простое число, 

Прппнман в[. уравпсн1язт. ж=66Э найдемъ а = 69"1Э' 
38, "2" и загЬмъ 

(( (669) =5000, 42. 

Точно также паЗдемъ 

и (725) = 5484, 02. 

Итакт., если намъ нужно пайтн 2!^\х) для простыхъ 
чиселъ, заключающихся въ промежутки между 5000 п 5500, 
то мы дол;кны взять 

1/{а;). Л{х), (1х 



. 11 пъ лругнхъ м*стахъ Ьод оаначаетъ Х!?!?,, 




н 
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между пределами 5000,42 в 5484,02. 

Для вывода урапнеп!)) (6) нами было найдено кырахе- 
Н1е Ьо§ (Д:г) — I) черезъ рядг, содержащ1Й ц'Ьлыя степени 
X. Ограничиваясь третьей стенепью 10д;с получаем ь ку- 
бическое уравпеп1е, приводящее къ ураинев1яы'ь (6). 

Мы о граничив;! емся этими указап1ям11, такъ какъ ура- 
внев1я (6) пм'Ьютъ лишь практическое зпачен1е. 

11рялошен1я принципа уздовыхъ точежъ 



§ 7. Оиред1ьленге а)ммы 1 - 
" 1 
По формуле (5) им1;омт. 






1 X 
Пцх 


1 X 
~31дх~ 


1 X 
'Ыдх 


Их ■^ 


^'- 


. . 4- 



Сопя*. 



= 1г/ 1(1 ж — ^ Их — цИх- 

Для опред^1лен!я Сопз^. беремъ одно изъ узлпвихъ чн- 
се,1ъ. При этом'г. иозьмемь ли мы малое или большое число, 
безразлично. Разница будст!. только] въ сложпостп вычисления, 
такъ какъ нрн маломъ х пуисео брать больше члеповъ ряда. 

Если возьмеыъ ^-, для которой величина, получае- 
мая непосредствепнымъ слохен1емн дробей, равна 1,(180514 
то, ограничиваясь 6-ю членами получимъ Соп81= 0,2618. 

Если возьмомь Х-, кото^)ой величина есть 2,06127, то 

8 р 

получимъ Сопв); равевъ 0,2615. 

Такъ какъ посл'Ьднее Бычис1ен1е точнЬе, то выбираемъ 
для С(1П81 вторую неличипу и будемъ нм4ть опончательпо 



-0,2615 С7\ 



11риы'1ш11М'1> Г(ту ■ф(^рмV•лу къ иычнслео!» 21- для слу- 
чаи, когда, п значительно уклоыястси отъ соот11'1>тст[1С1шаго 
узловаго числа. Такъ папр. изъ таб.ищы сидимь, что для 
199 узловое чисю есть 207,87. Вычислпвъ 1!тору10 часть при 
з;=207,87 ио.1учим1. 1,9489. 

Д'Ьйстввтельная неличина ^ -, получаемая слож(!Н1(;мъ 

о Р 

дробей есть 1.949034, 

Такимъ образомъ ук.'1оиеи1е ничтожно. Между тЬмъ, 
если бы мы вяяли нредЬломъ не узлопое число, а само число 
199, то оно было бы весьма значительно. 

Дал^^е мы увидимч^ возмонгногть фактически попарить 
формулу (7) въ нрел'Ьлахъ значптсльпо прсвишающихъ гЬ, 
для которых'ь мы сейчасъ ее равсматрина.111. 

1 1 

§ 8. Опред/ьлете суммы Е -, м ^^-,_ Нотой же основ- 
ной формуле получимъ 



I Аг Ах = и X — - и X — -^И х—-1г .г.+ .... -|-Соп51. 
} X 2 3 Ь 



Вичислимь сумму 2-, до какого нибудь нред'Ьла, панр. 
Р 
до^1=113. ТГолучимъ 0,45087. Для ИЗ узловое число есть 
121,85, весьма близкое къ (•'■'. Найдя по таблпцамъ Н е^'-" 
и е~''', /* е~% нолучимъ 



0,45087= —0,00145 + ^- 0,000092 + .0,000038 



ьСопй(, 



откуда Соп81= 0,45226 

Мы получили для СопйЬ. шмичипу весьма блиакую къ 
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Окончательная формула такова 

(8) 1 -,-и !Г-^ Н х~^ и х+ . 
Точно также получиыъ 



+ 0,4а22й 



(9) X -,-И г'-- К X—), Н X— . 
р • Л 

и вообще 



(10) 



Р" 



,. 1 ,. ■! ,. 
= /г .т — - п X — - 1г X— 



»1 
ил — 

.у 
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§ Э. Опредтьленге произведен1я 

^(1-;) = ('-|) ('-!) (1-н)---('-^) 

Дли 1шражен1я этого произпеден1я нзв'Ьстны с.1'Ьдующ1я 
весьма простыл формулы Лел;авдра 

С0П8(. 



П М--1- 



/д н— 0,0836в 



^('-) 



С0П8(. 



Въ об4ихъ этихъ формулахъ являются гЬяей два затруд- 
вен1я, о которых!, мь^ говорили въ начал'Ь статьи: неопре-' 
Д'|1ленп(1сть постояннаго и пеопредЬлепеость пред'Ьла и. 

Прчложнмъ и вд'ЙРЬ ыетодъ узловыхъ точокъ. 

Пъ курсахъ Теор1и Чиселъ указывается такое соотно- 

1 1 

шен1е мся;ду функц1лып Д1 - -) и 2- 



-;,/7(1_-)=1- + С 
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гдЬ 6) суть пренебрегаемые члены, стремящееся къ нулю 
съ возрастан1еых р. 

Мы можемъ съ точиостью указать значеп]е этихъ членовх. 

Взявъ логариемъ отъ важдаго ыномвтелл и разложивъ 

1 
его въ рядъ по степеняыъ -, получимъ 

Подставивъ вместо второй и сл'Ьдуюпщхъ суммъ най- 
денный выше ихъ вирал;еЕ11Я, получямъ 



-1!,П (I- 



) = ^ - + й (^"' з: — 77 и X — -5 и X ~ . 



гд* Соп81=1 0,40225 + 5. 0,17176+ . . . , 



Ограничиваясь членами порядка На: ' п выше и вычи- 
сливъ Сопз!. йудемъ имФть 

1м с _■' 

—ЦП П — 1)= Е^ + ^г* X— '/г з: + 0,315718 (11) 

Для ТОГО чтобы показать весьма большую точность зтой 
форнулы н нрп томъ ямеппо только въ уялопыхъ точкахъ, 
раасмотринъ внчислен1е подробнее. 

Пусть мы знаемъ, что .г- = 1,849797',и (113)=- 121,85. 
Найдя неперовъ логарнемъ этого числВл можемъ зат'Ьмъ опре- 
делить Их м Нх ~~^ Получимъ 

ггж = — 0,001441 
?,;с~^ = —0,000092 



I Сло 



лохяБъ всФ четыре члена 

1,849797—0,000720 + 0,000023 + 0,315718 
получимъ 2,164818. 

Лъ таблицахъ прпложеввихъ къ Теор1и Чиселт. Лежан- 

дра найдемъ, что 2/7(1 — ) = 0,229540. 
а Р 
Взявъ неперонъ логариемъ, получимъ 

— %/7(1— -)=2,16482611 
Итакъ формула (11) дала верными пать дссятичаыхъ 



Если бы мы вместо узлового числа взяли само число 113, 
то получили бы 2,16489 т. е. ошибка была бы больше въ 
9 разъ. 

Тавъ какъ иъ таблицахъ Лел;апдра пом'1;щены ве- 
личины Л(1— ) до р=1229, то при помощи формулы (11) 

мы можемъ поварить точность формулы (7) пъ тЪхъ же пре- 
д4лахъ т. е. до^>»=1229. 

§ 10. Опредплепге И Ь/р. 

Вопросъ этотъ несколько иного характера, ч'Ьмъ предъ- 
иду[ц1е. Зд4сь слагаемый идутп. увеличипялгь и потому въ 
зависимости отъ изм'6нен1я верхняго предала формулы ошиб- 
ка ыожетъ сделаться весьма значительной. 

Важность знавш суммы логариомнвъ и пе им4н1е сколь- 
ко либудь удобной формулы заставили искать покрабвей м^!- 
р4 пред^лонг, между котор|.1ми эта сумма заключаетсв. Огаш 
приводитъ сл'Ьду10Щ1е предЬлы, верные для достаточно боль- 
шого и 

0,9213я— ^У"<г(;//^)<|о,9213« 



■ На 

■ значен!) 
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Написанное неравевство мол;стъ пм'Ьть теоретическое 
значен1е, но, вслЬдств1е слишкомъ большой разности между 

пределами, (равной 11]11|б.тзнго.1Ы1и тт'н + ^У») оно не мо- 

жстъ слу^кить для практическаго опред'Ьлешя 2 1др '). 
Прилагая туже основную формулу (5) получимъ 



Р1 г 



I х—х — X — х + х- -х + х—,„,.+Соп51. (12) 

Формула эта настолько проста, что уже давно была бш 
наЙдона нутемъ догадокъ и поиЬрокъ. Но д'Ьло вх томъ, что 
овадаетъ удовлетворительные результаты только въ узловыхъ 
точяахъ или вблизи ихъ. Въ остальпыхъ же м4стахъ по- 
грешность ея настолько велика, что можетъ заставить сом- 
неваться въ (Я пригодности. 

Хотя члены этой формулы убываготъ, она Т'Ьмъ не ме- 
в^е представлиетъ рядъ не сходящ1йся, аколеблющ!йся, такъ 
какг величина членовъ стремится къ единице. 

Если же мы возьмемъ интегралъ между двумя предела- 
ми, то во всякомъ случае получимъ рядъ съ членами, стре- 
мящимися къ нулю, а не къ единиц'^. 

Въ самомъ д4л'Ь будемъ им^ть 

Ь а г' ^) ( ^ ') 

X 1(/р—Е 1у р={Ь—а)~Ч—а ' — Ч—а '—.. , 



_1 

') Тоже можно сказать о ФормулЬ Мертеяса для Е-, по ко- 
торой 

гд4 С — 11 рг-ть точно опред^лнсмое постоянное, а I? по абсолют- 

4 2 

Ьой величин! иенЬе ,-—■ —Л ; — . 



г 
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Такъ какъ съ разностяхъ оба тлена стремятся къ единиц^:, 
то самй разности стремятся къ пулю. 

Для прлм'Ьра опрсд'Ьлим!. сумму -югаривмопъ просгих!. 
часелъ заключающихся между 5000 и 5500. Выше мм по 
формул* (6) нашли, что пре,гЬльния узлопыя числа таковы 
5000,42 и 5484,03, Подставляя эти числа в'ъ правую часть 
формулы и ограпнчипаись шестью члсвамп, иайдемъ 

I 
Е 1др~Е г(/гэ = 479,64 

1 2 

Взявъ па самомъ дЬлЬ сумму логариомивъ простихъ чи- 
селъ въ этомъ промежутки, получимъ 47У, 67689. 

Можно формулу Е 1др написать съ постойннымъ, но 
при этомъ обязательно брать иъ ней столько членовъ, сколь- 
ко брали при опред'иеаш оостояннаго. 

Возьмемъ изъ таблицы любое узловое <]исло, напр. 16Я,92 
и при помощи помЬщеннаго рядомъ десятичпаго логаргома 
его опред'Ьлимъ егодробныя степени. При этомъ ограничим- 
ся шестью членами. 

Д']^бствительвая сумма ло гари омовъ отъ 2 до 163 равна 
146, 815. Получимъ 

146, 815-Л43,138 + Соп51 

откуда Сопв1= 3,677 

Следователь по окончательная формула будетъ такова 



Р1 М((, и и 6 ; 7 

Е 1др^\ х—х~х-х + х—х+В,&77 



Для примера опред'Ьлимъ по этой формул* сумму до- 
гариомовъ простыхъ чиселъ отъ 2 до 331. Получимъ 305,821_ 
Действительная сумма логариоыоиъ равна 305,799. 



§ 11. Лыражше суммы простых?, чиселъ, не превосходящих^ 
дамнаго предть-ш. 

Въ предъидущихъ 11011риса.\1. методъ узловыхъ чиселъ 
им'Ьлъ только преимущество передъ методомъ пронзпольвыхъ 
пред11ловъ. Въ пасгоащеиъ вгпросЬ этотъ мотодъ явлается 
безусловно веобходиыымъ. 

Сумма простыхг чиселъ, не преносходящихъ изв^стнаго 
пред'Ёла, приблизительно 11роаорц!овальна кпадрату этого 
предала, сл'Ьд. изм^шштсл звачительво даже при сраввитель- 
но вебольшомъ нзм1вен1и предЬла. Пусть, ваар. мы желаемъ 
приложить формулу къ оиредЬленш суммы простыхь чиселъ, 
ве прегосходащихъ 113. Узловое число, соотлЬтстиующсе 113, 
есть 121,85. Поэтому, если формула даетъ вЬрвий резуль- 
татъ при я:=121,85, то при а;=113 даетъ рсзультатъ, отно- 
сящ1Йса къ исгиниому приблизительно, вакъ 113': 122' т.е. 

будетъ давать ошибку, доходящую до - части опред1!ляемой 

велнчивы. 

Это обстоята1ьство и было прнчивой того, 410 до сихъ 
поръ авалитическ!н формулы для суммы простыхъ чиселъ 
оказывались не применимыми. 

Прилагая къ данному вопросу туже основную формулу 
(5), будемъ им^^ть 



Ер. 



^{а:Л{х) 



их 



Остается найти удобно интегрируемое выражеп1е для х А{х). 
Подставляя вм'Ьсто А(^) выражен1С формулы (С'), мы 
получили бы СЛИШКОМ!, медленно сходящ1Йся рядъ. Поэтому 
мы поступимъ Н']1сБолько иначе. 
По формуле (4) им^емъ 

л, . 1 1д X 1а' X 1а^ х 



■ вт< 



Чтобы получить бол4е сход8Щ1йся рядъ, прибаввмъ во 
второй части выражение 

1(1х\ 1! 2! 31 



Еоторое тожественно равно пулю, такъ какъ х = с^е'. 
Будемъ йм^ть 

"^''(^'-/77т-7^-Т1( ^-«гЬ 2г( '"5;)- зг( '-«;) 






приблйжаютсл къ дй- Поэтому членъ 

пртближается въ величинЁ -г \„^[ или 

Прибавивъ во второй части тожественно равное нулю 
8ыражен1е 

ЧЦх\ •'^+1+ 112+212' +3!2'+- " ■) 
нолучиыъ еще бол^е быстро схолящ1[!ся рядъ. Будеыъ тгЁть 






Зам'Ьчая, что разность 1 — — - ^ стремится къ -5^, но- 

жемъ повторить последнее прео(1ра:101;ап1о и тогда получимъ 
весьма быстро сходяЩ1Яся ряд:. 



90 - 



1ц X 1д:с Иц а 



Щх 



21дх 



Ух 



~Ь)- 



I 1- 



8. 2' 3 



Г-)'."- 



Обозначая пеличиау 1 — ^ — ^ — -^ черевъ 1у. 



■■ (13) 
будеыъ 



1^ 3"^^ 3 3'^- 



5«И 



Взявъ во второй части интегралы, получиыъ 
3* *1 



хЦ 



К^К 



х1дх ,Ь^ 

\\\ а" 



Вычисляя коэффиц1енты, получимъ ововчатбльпо 



1^р = 



и(х^)—. Н(х)- 



I (х'1 - 



. Щи^'} 



— ж{0,02828611 + г93:. 0,00267568 + ^/7"^^. 0,00017006 

+ 1,д'х. 0,П0000886 + г1у'а-. 0,00000036 

+ гд'х. 0,00000001+. ..) + Соп51 (14) 

ОпродЪ.1ЯЯ СопзЬ при з; = 3 = е''' получимъ приблизи- 
тельно Соп51=3. 

Ирнм'Ьнимъ формулу (14) къ какому пибудь частному 
случаю. Напрч опрод'Ьлиыъ сумму простыхъ чпсолъ, не пре- 
ьышающихъ 733. У.чловое число, соотвЬтстиующее 733, есть 
736 = с''°. Ограничиваясь внутри скобокъ четырьмя членами, 
получимъ, что искомая сумма равна 431^-2. Сложивъ въ д'Ьй- 
ствительпости простыя числа от1. 2 до 733 по1учимъ 43201. 



СлЬд. ошибка раина 0,00044 опред'Ьллемой неличааы. Е1'ли 
бы мы вътойже форыу.гЬ имЬсто уалового числа 735 пзяли 
верхнее простое чтло 733, то ьмЬсто 19 едипицъ иолучили 
бы ошибку въ 245 единицг. 
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§ 12. Ппкажемъ на прим'ЬрЬ, какимъ образомъ вычв- 
слаются формулы, содержащ!!! интегральный логарнвмъ. 

Найдсмь по формуле (14) приближенную велпчиву сум- 
мы простыхъ чпселъ, не превышающихг 113. 

Узловое число для 113 есть 121,85. Непсровт. логариеыъ 
его получииъ, д^ля приведенный пъ таблицахъ десятичный 
логариеиъ на 0,434-5. Найдемъ 121,85 = е'"" 

По формулЬ (14) будемъ им4ть 



г; р^Не— 

-121,85(0,0283 4 



1 ,. '■""'1 ,. '■■■ 
- 1г е — а пе- 

0,00208.4,8- 



■0,000176. 



4,8) 



Ввиду того, что выражение внутри скобокъ даетъ срав- 
лнте.1ьно малую часть искомой величины, ыожно ограничить- 
ся внутри скобо!Л. пебольшимъ чнсюмъ десятичвыхъ знакооъ. 

Таблица '), лриложеанал въ понц4 статьи, даетъ вели- 
чины Не"-', Нс^-' и т. д. Полнчины соС'Ьдп1я можно получать 
по приближенной формуле 



и е 



= /г е 4 



ф. 



к* 



гдЬ члены -^ ^- ... можно принимать во[11[нман1е только при вы- 
ЧИ&1СН1И главнаго члена формулы т. о. Их'. 



') Ыри состаа1с11111 са мы II^^ьзова^1Iсь таб1ииа1111 Иои1?1'я 
Сгаш'а. 



Йудеыъ иыфть 



7,202 
601,8.0,001 



Ьычитаа изь перваго результата сумму г: иторого, иоло- 

вины третьяго н ^ чстьертаго, получимъ 1602,80. 

Эта величина и служить первымъ приближепнымъ вы- 
ражеегемъ искомой. 

Чтобы найти поиравочпую часть, множииъ 0,000176 на 
4,8 и прибавляемъ 0,00268. Результатъ мвожимъ ва 4,8 и 
прибапляемъ 0,0283. Умножая резу-ньтатъ яа 121,85 найдемъ, 
что посл4дн1й членъ формулы равеиъ 5,04. 

Итакъ '^р =• 1597,82 ') 

Д'Ьйствительпая сумма простыхъ чиселъ отъ 2 до 113 
равпа 1593. Мы видимъ, что разница очень по велика. 

При возрагтан1и верхняго предала сум,мы сложность 
вычислений почти не упсшчивается, что и соста1!Ляеп> важ- 
ное цреимущсство апалитическихъ формулг персдъ числовы- 
ми, которыя очевь легко вычисляются для малаги нрод'Ьла и 
часто д'Ьлаютъ почти невозможеымъ получение результата 
въ случае большихъ чисель. 

*) Пнстаонвъ въ той же ФорнулЪ он^сто увлипоги чис!» псрх- 
нее п{)едк|ьпо(! ИЗ полупии бы Ер = 1394. 
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Приложен вал таб.ищя итсгра^тьааго логириома дастъ 
Бозможпость находит!, суиму [фпстыхъ чиселъ значительно 
превышаю 1Ц11ХТ. 22026. 

§ 13. П|)1шц1шъ, цостаклеЕшый пами въ осно!!^ изгл{1- 
довац1Й настоящей статьи (ракеастио 5) безуслоини точенъ, 
емн въ ГДр) [р есть ностплнвое; зат^мъ оаъ даетъ резуль- 
тата, погрЬшность котораго стремится къ нулю съ возра- 
став1емъ )(, если Дн) есть фунвц1я убывающая или стремя- 
щаяся Бъ ностояаному пред'Ьлу: наконецъ ьъ томъ случа'1!, 
когда /(р) неопределенно возрастаетъ, какъ наир. въГ 1!)р 
или ^^р^ каиъ мы пид'Ьлп, этотъ принципъ, сравпигсльво съ 
методомъ произвольных!. пред'Ьловъ, даетъ ошибку т)ысша1'0 
порядка. 

Теперь мы переходимъ къ распространен1Ю принципа 
у^овыхь точекь па друпя фупкц1и. РазсмотрЬиъ его въ 
П[1иложен1и къ нЬкоторымъ фупкфныъ, апачительно бол'Ье 
простымъ, ч'кмт. функц1Я в, мы затЪмъ вернемся къ этой 
функц1Н я укажемъ ея нопыя свойства. 



Раслространен1е принципа узловыхъ точекъ. 

14. Пусть ми им'Ьемъ рядъ чисе.чъ 
я, , а„ , я, , . . . а. 



которая непрерывно возрастаютъ по н^Ькотирому закону и 
пусть функция Р(з:) выражаетъ в'ЬроятпМшую величину 
числа такого рода чиселъ, не превосходящихъ предала х. 
Пусть V есть функц1я, обратная фувкц!и Р, такъ что, если 
у^РСх), то х^У(]1). Значения Т'(1), К(2), Г(3) . . . бу- 
демъ называть узловыми числами функц1И I'', а точки кривой 
у = Щх), пм'Ьющ1я и.хъ абсцнссамп, будемъ называть узло- 
выми точками фупкц!!! Р(х). Тогда принцнпъ будетъ со- 
стоять въ сл'Ьдующемъ: 



(15) Е Г(х)=) 1Хх). Г(х). ах 

Т. е. что впроятшьигаап величина суммы значенЫ функцш 
('(х), распространенной начисла 0; + ,, 0^+., . . . ((„, равна 
интегралу отг ((х). РСх), гдч Р(х) есть производная 
отъ функцги^ выражающей число чиселъ а, не превосходя- 
щими X, и инттралъ взять между узловыми точками этой 
функщи, 

Разсыотрныъ этотъ припципъ пя п'Ьскольких-ь прим'Ьрахъ. 

§ 15. Выраженге суммы чиселъ, взаимно ?/ростых5 сг 
произведетемъ 2. 3. 5 . . . р[. 

Иозьмемъ спачала случай лпухъ мвожителей. Тавъ какъ 
въ каждыхъ 6 чимахг зислючаетсн 2 числа, взаоыво про- 
стых!, съ 2, 3, то число этихъ чиселъ, не превосходящихъ 

пред1!ла ж, прпближенпо ицразчтся функц1ей ^. 

При ЭТОМ!, еугкпо обратить вннмапзе на следующее весь- 
ма оажоос обстоительство. 

Если мы на про 1'Ьлъ х не оаклядынаем'ь и11каио!'о услов1я, 
то псстроинъ точки, пмЬющ^я абсциссами 1, 5, 7, 11 . . . 
и т. д., а ординатами числа 1, 1, 3, , . . легко замЬтпмъ, 
что число чиселгя^ пе превосхпдящвхъ ж, выразится Л'Ъстни- 
цеобразиой лпн!ей, и что п1!потораа кривая лин1я, асгимпто- 

тическп прнбли11:а101цаягя кч, ирнмой У = '». будстъ давать 

ВТ. среднем!, равные но абсолютпиП величин!! положитель- 
ны!] II 0Тр1ГЦаТ0ЛЬПи11 у11Л0ПЙП1Я. 

Если же мы за пред'Ьлъ х будемь вибирать исключн- 

телыто числа, взанмио-простыя съ '2. 3, то асспмптота кри- 

X 1 
вой переместится выше ы выразится примой у=^+^- 



Т.чкъ напр. до 5 чисель а два; но формул'^ ■'/ ^ ч "*' 5 

получимъ^ + ^ или 2-. До 7 чиселъ а три. 11о формулЬ по- 

7 I 17 ™ ,, 

лучииъ о -'' я или — ■ 1<)чпо также уовдимся, что н во 

пгЬхъ слЬдующнхъ точкахъ укло11»-'П1е раиноч-^ или-^;. 

Построит, точки, иыражаюпил чпслий, 1!а;1имнопростыя 
съ ироизведен1ями 2. 3. 5; 2. 3. 5. 7 и т. д. убЬдпмся, что 
вообще в'Ьрояти'Ёйшаи псличпна числа чиселъ и^аимнопро' 
стых'р. съ произв&1еп!емъ 2. 3. Ь . . . рц выражается фор- 
мулой 



2. 4. ( 



(р^-^и 



-' 2. 3. 5. 1...рА -' - 

гд4 е им'Ьетъ величину равпую нулю, если па предФлъ х но 

наложено никакого услов1я, и г равно =, если за нредЬлъ 

X принимаете» постоянно одно изъ чиселъ а. 

Для насъ иажно показать, что этотъ результатъ, отоо- 
СЯЩ1ЙСЯ къ величинЬ е, можетъ бить выпедснъ изъ формулы 
(15). Подставимъ пъ этой формул'Ь вмЬсто /^ж^ чисю чи- 
селъ взаимнопростыхъ СЪ 2. 3. Такихъ чиселъ до 1, 5, 7, 11 
су1Цествуетъ 1, 2, 3, 4 и т. д. Сл'бдовательпо, если мы возь- 

меиъ ^ слагаемыхъ, то въ 1-ой части получимъ —а~- Во 

2-ой частп вм'Ьсто /С^) нужно подставить ^ + е, гд'! г по- 
ка еще нспзв'Ьстпаи величина, принимаемая нами за постоя н- 
нуго. ВмЬсто Р'(х) нужно подставить нронзиодпуго огъ- и 
взять интеграл ь между узловыя[И точками. 

Такъ какъ у = т^, то ж = Зу. Следовательно узловыя 
числа будутъ О, 3, 6, , , . Ш. 



Будемг имЬтг. 



Для того, чтобы иерваа часть при 1!о;|раста1пн I оста- 
валась 1!ъ рапенстиЬ со второй, е должно равняться -. 

Совершеино тоже разсуждеЕ1'о повторяется и ьъ общемъ 
случае т. е. для числа чиселъ, взаимпопростыхъ съ ироиз- 
веден1емъ 2. 3^ 5 . . . рц. 

Въ случае ряда натуральныхъ чиселъ^ т. е. въ частпомъ 

случае предгидущаго, мы точно также будемъ им'Ьть, что 

выражсв1е числа ватуральвыхъ чиселъ, не препо сходя щихъ х, 

если за верхн1Й пред'Ьлъ привищасмъ одво нзъ ватуральныхъ 

чиселъ, будетъ раппо Х] если же на пред'Ьлъ х ве паложено 

1 
никакого ограничев1я, то искомое выражевю есть х — ^. то 

есть, какъ и въ общемъ случае, первое выражен1е больше 

1 
второго на -, 

Зная выраже1ие числа чиселъ а, не превосходлщахъ 
предала ж, легко аайдемъ Еа по формул'Ь (15) 

Прим'Ьръ. Найдемъ сумму первыхъ 10 чиселъ, взаимно-' 
простыхъ съ 2. 3. 

Такъ какъ зд-Ьсь 2/ = ?'Гя'^ = ^< то х=Ьу. 

Полагая ^=10, получимъ 



1 



Е а=\х. 



,в,х=^\Ь^ 



Слохввъ числа о въ действительности, также найдемъ 150.1 



г 



16. Сравненк формулы 15 съ формулой Эймра. 
Такь какъ дли ряда патуральпыхъ у+Р(х)'=х — -^, то 

уалосыл числа будутъ х = Ьл-^ в формула (15) обращаетсл 
въ следующую 



{1С) ^^Г(х) 



4 



1(х)йх+Со}л?,1. 



Для выражен!:! сумми значсп1й функц1И [(х), распро- 
страпетюй па рядъ патуральныхъ чисслъ, ицнБстна форму- 
ла Эйлера 

1:Г(х)=Соп^-^[Г(!^)йх-^\г(х)+^Г(^)+ . . . 

Формула (16) выгоднее въ томъ отиошев1и, что все искимое 
выражен!е объединяется въ одооыъ интеграл'Ь. Что же ка- 
сается до уклоеец1я ся, темы покажемъ, что оно доумя по- 
рядками ниже ВЫС111ЯГ0 члена второй части формулы. Въ са- 

ыомъ д4л4 пусть \('х.11х=д)(х) 

Тогда по формул'Ь (10) им1.еыъ 

Е('х^^\1 + ~^ + С(}\\?,\,^^011Ь%+(р(1)-\--^'(1) + ~1р''Ь + 

II по формул'Ь Эйлера 



1 



2 /я; - Сопз1 4- (р(Ь) 4- ^'(1,) + -г^"(^) + 

Такпмъ образомъ оказывается^ что выражен1е (16-о8) 

формулы содержитъ 113лишп1Й придатовъ, равный^^'Ч. 

Если фувкц1я ((х) порядка перваго или ппже перваго, 
то этотъ прцдатокъ есть постояпная величина или съ воз- 




раста[]1емъ I стремится къ пей. Такимъ обра^юмъ. лапр., 
при ппредЬлон1и Г- по формуле (1Ь) сраннителыт съ фор- 



к 



мулой Эйлера получиыъ придатокъ равный — ■^('', стремя- 

1ц1йся къ нулю съ 1юзрастап1емъ /, 

Къ т^мъ же закл10чеп1ямъ мы придемъ, если будемъ 
ви'Ьсто ряда натуральныхъ чисслъ брать рядь чисслъ изаим- 
иоиростыхъ съ 111)0изведеи1емъ 2. 3. 5. р^^. 

Функц1я ®(х), выражающая число простыхъ чисслъ, 
не Г1ревосходя1цихъ.г, [[[ЮлвЬапалогнчна съ функцией 1/'(':г,^7л^, 
пыражающей число чхкслъ, не иреиосходящнхъ х и изаимпо- 
простыхъ съ 11ройзведеа1емъ 2. 3. 5 . . . р/^, и при к = 
&0/ х) связа'на съ ней соотвогаен1емъ 

в(х) = Ц'(х, рО + в(}/~х) - 1 

показы пающпмъ, что уклонения одпой изъ ппхъ того л; е по- 
рядка, какъ и у11Л0!тен1я другой. 

Это позволя'ть и н:1 фу1гт1;1га Я(х) распространить 
тоже закл[очеп1е, а именно что уЕлонен1е второй части 
формулы (5) есть ]'.еличнва двумя порядками ниже сравпи- 
тельпо съ порядкомъ старшаго члена этой части. 

§ 17. Т'Ьмъ же разсужден|емъ, которое мы применяли 
пъ § 15, язъ формулы (15) выводится, что и для функц1И 7? 
пм'Ьетъ м'Ьсто ол1;ду1ощее. 

В'Ьроятп'Ьйшая величина ©^ж^ &с\:ь Т1(х) \- Е, гд'Ь е рав- 
но нулю, если на всрхн1й пред'^Ьлъ не наложено никакого 
услов1Я и ?='/,. если этотъ П1)енг1;лъ есть пр(1Стое число. 

Это закл1очеп!е, которое такъ просто выводится нзъ 
формулы (5), было бы затруднительно сделать но числопымъ 
вй1ичи11амъуклоие[пйфупкц1и Н пъ виду того, что эти уклоне- 
Н1Я достигаютъ значительной абсолютной величины. 
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КромЬ того практнчсскаго иптереса, что иы при заыф- 
н4 Ев(р) ии\^я;\:си1еъ]ъ 1:(1{(х)+ '/^ изб'Ьгаемъ ошибки рап- 
ной 'Д. умвоженой па число слагасмыхъ, выведевнос свой- 
ство Е(х) имФеть слЬдующее весьма важпое теоретическое 
значев1е. 

ВЬроитн'Ьйшая величина 0(р), какъ мы впд'Ёли, сеть 

Но такъ какъ 0(р1) равно I, то вмЬсто 



можно написать 



в(р,)=1Цр,) 



откуда Е{р1) 



^^^К Взяпъ отъ об'!1их7> частей этого равенства фунБЦ1Ю 

^^^щ на ос11овав1и обратностп фуп1сЦ1Й п тл II получимъ 

I 



Р,-и[1 -^) 



Итакт. мы получали быражев!с наит>роятнгьйшей велуг- 
чины ^^о простого числа 

Вх посл11Двихъ четырехг равенствахъ мы употребляли 
знакъ = пе въ обыквовснномъ его значев1и, а въ томъ, что 
В'Ьроятв'1;йШс1л величина перкой части была равна второй, 
Ччобы вовставовить нормальное унотреблен1е звака равен- 
ства, условимся вЬроитн'ЬЙшую величину Ь го простого чи- 
сла обозначать черезъ РЛ). Тогда будемг им'Ьть 



(17 



Р(0=м( 
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Ра8дошен!е догарюжа фуаиц!! и въ рядъ. 



§ 18. Важность аначенп! фуивцш н иъ разсмотренныхъ 
пами вопросахъ побуждаетъ искать нозможвости вычислять 
ее пеносредстеепно для какого угодно аргумента. 

Постараемся найти разложевте ея или ея логариома въ 
рядъ. 

Можно найти рядъ, выражающ|й I// и(1+х). Но такъ 
какх «(0)^0, то /// г^{^ ^-х) при з:=— 1 обращается въ со 

II потому раДЪ МОЖетъ быть сходящимся только при УСЛ0В1И, 

что модуль X меньше 1. 

Иъ практическонъ отношен1к болЬс интересно другое 
разложев1е. 

Такъ какъ намъ известно разложение въ рядъ функщи 
Ще*) {формула 3) и притомъ мы знаеыъ, что )/(!)=! и 
м(0) = 0, то естественно сдЬлать предположенхе 



'). 



1.х+ах +а^х + 



и при помощи выражеа1я Е{е'') искать определить коэффи- 
Ц1евтн а. 

Возьиемъ отъ об^ихъ частей функцш Я. Получаыъ 



ах+а X +ах - 



е = Же 

Рвзложивъ первую часть по степееямъ х и вторую 
часть при помощи формулы 



«■'е] ■ 



5, 2'.25, 3'.35, 



приравнасыъ Боэфф|1Ц1енты при одипакоиыхъ стспеняхъ х. 
Получпмъ: 




2'.25э "^ 3'.35^ ~ 3'. 
а,*-^■2а,а, Зд,\ 
2:257 "''" З'.3"5. " 



Если мы услосимся взмЬреи1емъ указателей одночлена 
пазыватЕ1 сумму его уЕсазателей, умпожепвыхъ ва показате- 
лей, тавъ что, напр., членъ ", \ есть члепъ 4-го пзм1,р&- 
П1Я, то мо!кемъ закоеъ соста[1.1ен!я паацсаппыхъ выше ра- 
веиствъ оыразить таБъ: Въ равснствЬ^ начинающемся съ 

|^%ле11а '-, членъ, ви'Ёющ|й знаменат&темъ и'.«5„4.| им'Ьетъ 

числителемъ сумму члевовъ )п-го изм'6реп1я, взятыхъ изъ 
внражен1я (а^+щ+а^+ . . .)". 

Определяя последовательно я,, о^, л, . . , будемъ имЪть 



а,= 1,6449341 
а^ = _0Д032121 
й„= 0,0145133 



а^ = -0,0016821 
а^= 0,000150 
й = - 0,000009 



Зат4мъ «(е*) определится по формуле 






{Щ 



Ради удобства вычислен!!! привод1гмъ также десятичные 
логарномы коэффпц!ентовъ. 



Ьод о,=0,2161485 
Хо^,_й^^0,013730;>-1 



1^}(1 я, =0,1617650— 2 
1оч—а =0,2258518—3 
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6,845 
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§ 19. Условимся числа Г н-ишпать средними простыми 
числами. Прииодимъ неличипы десяти аерныхъ среднихъ про- 
стыхъ чиселъ р;цом1. съ (члгпгЬтгчмующими им'г, д'11Йстии- 
тсльяыми простыми числами. 

2 0,303 13 12,99 

16,36 
19,90 

23,58 
27,39 

Уже эта краткая таблица показш^аетг, что среди 1я про- 
стыя числа только въ ничал'Ь отстаюп^ отъ дЬйстиите.1ьвыхъ 
Зат'Ёмъ, сраиникшись при 13, идутъ дальше безирерипио 
иЪняя зпакъ уклонев!!!. 

По м'Ьр'Ь иозрастав1я средн1я прпстыя числа стремятся къ 
средней ариеметической иеличип'Ь между ближайшими узло- 
выми числами. Сложипъ к(9) и и{\й] и разд'Ёливг па 2, 
получимъ 27,40 между т'Ьмъ Р(10) = 27^39. Сл'Ьд. разница уже 
равна только 0,01. Для сл^дующихъ средннхъ простыхъ чи- 
селъ она еще меньше. 

§ 20. Формула (17) позволяетъ непосредственный пере- 
хода отъ чисювыхъ фунвц1й къ аналитическимъ, предста- 
влающимъ нхъ вфролтн^йшую величину. 
Этотъ пер( ходъ состоитъ въ том 1., что мы вм'Ьсто простыхъ 
чиселъ р ставимъ въ данной функц1и выражения среднихъ 
простыхъ чиселъ и таквмъ образомъ изъ области тсор1И 
чиселъ иопросъ переходятъ въ область Анализа. 

Этимъ мы и заканчиваемъ настоящую статью. Весьма 
важное приложен1е принципа узлоныхъ точскъ къ суммн- 
ропан!ю бсчкопечиыхъ рядоиъ останляемъ до дальнЪйшаго. 
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1 


1 


1 


1 
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Таблица узловыхъ чпселъ 


я(а), 


Н)^ прсвытаницнхъ 


ты- 




сячи 


, И нхъ 


десятичныхъ логарпвмовъ. 




а 


»(а] 


Ьодща] 


2>а 




а 


«(Й) 


Ьщ М(я) 


^и 


1 


1,оа 


0,<юоо 


2 




щ 


"6,75 


з,об73 


109 


1 


1,00 


0,4777 


3 




30 


131,85 


2,о858 


"3 


! 


5,47 


0,758! 


5 




51 


136,99 


з,10}8 


117 


4 


8,19 


0,9186 


7 




32 


153,17 


2,1211 


151 


5 


11,37 


>,0557 


11 




3! 


П7,58 


2,1 379 


157 


6 


14,^5 


Мб59 


1) 




54 


143,62 


3,1541 


159 


7 


18,11 


г,258о 


"7 




35 


147,88 


3,1 б99 


149 


8 


11,7! 


1,5570 


'9 




5б 


155,21 


2,т8529 


151 


9 


я 5, 47 


г,4об1 


15 




37 


158,55 


з,гоо1б 


157 


10 


19, И 


1,4б74 


19 




38 


163,91 


1,21463 


1б5 


п 


1М1 


1,}"5 


51 




39 


1б9,53 


3,22870 


>б7 


11 


17,38 


1,5726 


57 




40 


174,74 


2,24340 


175 


1} 


41,54 


1,б|85 


41 




4' 


18о,го 


2,15575 


179 


'4 


45,78 


1,6607 


45 




42 


.85,68 


1,з6877 


181 


■5 


50,10 


1,б999 


47 




45 


191,19 


3,18146 


'91 


1б 


5^,5° 


1,7 5^4 


55 




44 


196,72 


2,29385 


195 


17 


58,9б 


1,770б 


59 




45 


102,28 


2,30596 


197 


18 


6 3,49 


1,8027 


б1 




4б 


107,87 


2,31779 


199 


«9 


68,о8 


г,8}50 


б7 




47 


213,48 


2,52955 


111 


20 


7^,73 


1,8б17 


71 




48 


319,!1 


2,34о66 


333 


21 


77,45 


1,8889 


73 




49 


334,76 


2,55172 


227 


31 


81,.8 


1,9148 


79 




50 


330,44 


3,36256 


219 


а) 


86,98 


1,9194 


85 




51 


2}б,14 


3,37318 


2» 


24 


91,84 


1.9б50 


89 




52 


241,86 


я,з8з;7 


239 


21 


9б,74 


1,985б 


97 




55 


247,61 


2,59576 


341 


зб 


101,68 


1,0О71 


101 




54 


253,37 


2,40376 


351 


17 


10б,66 


1,028о 


105 




55 


259,16 


2,41557 


257 


з8 


гп,б9 


3,0480 


107 




5б 


2б,|,9б 


2,42319 

3 


1бз 






^^И 


^Н 
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^^1 




^^^^^^Н 
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«(«) 


Ьодща] 


Ра 


„ 


Ща) 


Ьод Ща) 


Ра 


и 


270,79 


2,43 абз 


2б9 


9б 


510,71 


2,70818 


503 


;8 


=76,64 


2,44191 


271 


97 


>'7,Ч 


2,71361 


509 


59 


282,50 


2,45101 


277 


98 


523,58 


2,71898 


521 


бо 


288,38 


М59У7 


281 


99 


5 30,о2 


2,72429 


523 


б1 


291,29 


2,46877 


28] 


юо 


5 36,48 


2,72955 


541 


б2 


^0С^,2г 


1,4774 г 


293 


101 


542,94 


2,73475 


547 


6} 


306,15 


М859! 


307 


102 


549.4' 


2,73990 


557 


б4 


3[2,10 


М9430 


3" 


103 


555,91 


2,74501 


5бз 


б1 


318,о7 


2,50253 


313 


104 


5б2,41 


2,75 ооб 


5б9 


66 


3241»5 


2,51о6з 


3'7 


105 


568,93 


2,755о6 


57' 


67 


33о,о7 


1,51861 


331 


10б 


575,45 


2,7б001 


577 


68 


356,10 


2,52б4б 


337 


107 


581,99 


2,76491 


58? 


б9 


542,14 


2,53430 


347 


го8 


588,и 


2,76977 


593 


7о 


548,19 


2,541 8з 


349 


109 


595,09 


2,77458 


599 


71 


3!4,а7 


2,54955 


353 


по 


601,66 


2,77955 


6о1 


7г 


Збо,з6 


з,55б75 


3!9 


1П 


6оа,2з 


2,78407 


6о7 


75 


Збб,4б 


г,5б402 


Зб7 


112 


614,81 


2,78874 


613 


74 


572,58 


2,57122 


373 


"3 


621,41 


2,79 338 


б17 


7! 


578,7' 


2,57831 


379 


114 


628,02 


3,79797 


б19 


76 


384,86 


з,58Я1 


583 


"5 


634,63 


2,80252 


651 


77 


391,05 


2,59221 


389 


Г1б 


б41,2б 


2,8о7оз 


641 


1 78 


597,2о 


3,59901 


397 


117 


647,89 


2,8л 51 


643 


1 " 


403,40 


2,60573 


401 


118 


654,55 


2,81595 


647 


\ 


409,61 


2,6.1337 


409 


119 


661,18 


2,82(132 


653 


г 81 


415,8з 


2,61891 


4'9 


120 


667,85 


2^2468 


659 


82 


421,о6 


2,63138 


421 


121 


674,53 


2,82900 


6б1 


81 


4з8,31 


1,63176 


431 


122 


681,31 


2,83328 


б7? 


84 


434,58 


з,6}8о7 


453 


123 


687,91 


2,8 !75! 


б77 


85 


440,85 


2,64429 


439 


124 


694,61 


2,84174 


68} 


86 


447.Н 


2,6,5044 


443 


125 


7о1,31 


2,84591 


б91 


87 


чцм 


2,6^6^г 


449 


12б 


7о8,оз 


2,850О5 


701 


88 


459,75 


2,66352 


457 


127 


714,76 


2,85416 


709 


89 


4б6,о8 


2,66846 


4б1 


128 


72М9 


3,85823 


7'9 


90 


47Ма 


2,67453 


4бз 


129 


728,24 


2,86227 


727 


1 9' 


478,78 


1,68013 


4б7 


130 


734да 


з,86бг8 


753 


91 


485.13 


2,68586 


479 


13Г 


741,75 


2,87026 


739 


9] 


49',51 


2,69153 


487 


132 


748,53 


2,87420 


743 


94 


497,90 


2,69714 


491 


'33 


755.3» 


2,87812 


751 


91 


504,30 


2,70269 


499 


134 


762,09 


2,8820. 
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а 


Ща) 


Ьод и(а1 


Ра 


а 


Ща) 


ЬодЩа) 


Ра 


45 


7б8,б9 


2,88586 


7б1 


42 


885,6} 


2,9472? 


88 X 


13б 


775,69 


2,88969 


7б9 


43 


892,56 


2,95об4 


88 3 


47 


782,50 


2,89348 


т 


44 


899,51 


2,95401 


887 


138 


789,32 


2,89725 


787 


45 


906,46 


2,95735 


907 


49 


79б,4 


2,90099 


797 


4б 


94,42 


2,96067 


911 


140 


8о2,99 


2,90471 


8о9 


47 


920,39 


2,96397 


919 


141 


8о9,8} 


. 2,90840 


811 


48 


927,36 


2,96725 


929 


142 


816,68. 


2,91 20б 


821 


49 


934,34 


2,9705 1 


937 


43 


823,55 


2,9469 


823 


1бо 


941,32 


2,97374 


941 


144 


830,41 


2,91930 


827 


1б1 


948,32 


2,97696 


947 


145 


8 37,29 


2,92288 


829 


1б2 


955,32 

• 


2,98015 


953 


146 


844,17 


2,92б43 


839 


1бЗ 


9б2,зз 


2,98332 


967 


147 


851,05 


2,92996 


853 


164 


969,34 


2,98648 


971 


143 


857,96 


2,93347 


857 


1б5 


97б,з6 


2,98961 


977 


149 


864,87 


2,9)695 


859 


1б6 


983,39 


2,99273 


98з 


150 


871,78 


2,94041 


86 3 


167 


990,42 


2,99582 


991 


41 


878,70 


2,94384 


877 


1б8 


997,46 


2,99890 


997 




X и 


е-' 


д; г; е" 


X 


и 


е-' 


X 


( 


С-* 


г,оа —0,04890 } 


ао -0,01305 


4,о 


—0,00 378 


6,о 


— 0,000)6 


,05 -0 


04566 3 


05 — 0,О1224 


4,1 


— 


00335 


6,1 


-0 


00052 


,10 -0 


о4гб5 ) 


Ю -О,01149 


4,1 


— 


О0297 


6,2 


-0 


00029 


г,Г1 -0 


03982 3 


15 —0,01078 


4,3 


— 


00263 


6,5 


-0 


00026 


,га -0 


03719 } 


20 — 0,0101] 


4,4 


-0 


00234 


6,4 


-о 


00О13 


,25 -0 


03476 3 


25 -о,оо951 


4-5 


— 


00207 


6,5 


—о 


00020 


,)0 -0 


03250 3 


30 —0,00894 


4,6 


— 


00184 


6,6 


— 


00018 


,35 -0 


03040 } 


35 -о,ооР4о 


4,7 


— 


О0164 


6,7 


— 


00016 


,4о -0 


02844 3 


40 —0,00789 


4,8 


-0 


00145 


6,8 


-0 


00014 


,45 -0 


026Ё1 3 


45 -о,оо741 


4,9 


~о 


00119 


6,9 


— 


00013 


,50 -0 


,02491 3 


50 -о,ооб97 


5,о 


-0 


00115 


7,0 


— 


ооопб 


,П -0 


023 33 3 


55 — о,оо6;5 


5,1 


— 


0О102 


7,' 


—о 


000103 


,6о —0 


02185 3 


6о -о,ооб1б 


5,2 


-0 


00091 


7,2 


— 


000091 


,б5 -0 


02О47 3 


6 5 — о,оо579 


5,3 


-0 


00081 


7,3 


-9 


ооооЗг 


,70 -0 


01д18 


,70 -0,00545 


5,4 


-0 


00072 


7,4 


-о 


0ООО74 


,71 -0 


01798 


,75 —0,00512 


5,5 


— 


оооб4 


7,5 


— 


ооообб 


,8о -0 


016В6 3 


8о —0,00482 


5,6 


-0 


00057 


7,6 


-о 


000059 


,85 -0 


01581 3 


85 -о,оо454 


5,7 


— 


00051 


7,7 


— 


О00О53 


,9о -0 


01482 3 


9а —0,00427 


5,8 


—0 


00045 


7,8 


— 


000047 


,95 -0 


01391 3 


95 -о,оо4М 


5,9 


—о 


О0О4О 


7,9 


— 


000042 


,оо -0 


01305 4 


00 -0,00378 


6,0 


— 


оойзб 


8,0 


— 


О0О038 


При 


• Ьръ г* е-=' 


"=—0,00402. 















Таблица вел141нъ Не* ш значен1й е*. 



X 


е* 


Не' 


X 


в' 


Не' 


1,0 


2,72 


1,895 


3,8 


44,70 


17,095 


1,1 


3,оо 


2,1б7 


3,9 


49,40 


18,316 


1,2 


3,32 


2,442 


4,0 


54,6о 


19,631 


1,3 


3,^7 


2,721 


4,1 


6о,34 


21,048 


1,4 


4,о6 


3,007 


4,2 


66,б9 


22,577 


1,5 


4,43 


3,301 


4,3 


73,70 


24,227 


1,6 


4,95 


3,6о5 


4,4 


81,45 


26,009 


1,7 


5,47 


3,921 


4,5 


90,02 


27,934 


1,8 


6,05 


4,250 


4,6 


99,48 


30,014 


1,9 


6,б9 


4,594 


4,7 


1од,95 


32,264 


2,0 


7,39 


4,954 


4,8 


121,51 


34,698 


2,1 


8,17 


5,333 


4,9 


1 34,29 


37,332 


2,2 


9,оЗ 


5,733 


5,о 


148,41 


40,185 


2,3 


9,97 


6,154 


5,1 


164,02 


43,276 


2,4 


11,02 


6,6о1 


5,2 


181,27 


4б,б25 


2,5 


12,18 


7,074 


5,3 


200,34 


50,256 


2,6 


13,4б 


7,57б 


5,4 


221,41 


54,193 


2,7 


14,88 


8,1 ю 


5,5 


244,69 


58,466 


2,8 


1б,44 


8,б79 


5,6 


2704 3 


63,102 


2,9 


18,17 


9,286 


5,7 


298,87 


68,135 


3,0 


20,09 


9,934 


5,8 


ЗЗо,Зо 


73,6о1 


3,1 


22,20 


10,б2б 


5,9 


365,04 


79,538 


3,2 


24,53 


11,367 


6,о 


403,4 


85,990 


3,3 


27,11 


12,1б1 


6,1 


445,9 


93,002 


3,4 


29,9б 


13,012 


6,2 


492,7 


100,626 


3,5 


33,12 


13,925 


6,5 


544,6 


108,916 


3,6 


Зб,6о 


14,9о6 


6,4 


6о1,8 
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ам-вткл ОБЪ одной формулъ относящейся къ тео- 

РШ ЧИСЕЛЪ. 



Въ а 



I зам'1п'К'Ь 



I привожу одау Формулу, служащ5'ю для 
перехода отъ ироизвольнаго ряда ц-Ьлыхъ положите льиыхъ чи- 
селъ къ другому ряду, связавному съпервьгаъ изв-Ьстпымь ана- 
дитическииъ условгемъ. Формула эта, при посредств^Ь которой 
решаются едвнообразнымъ пр1ёиомъ мног1е вопросы, встр^чаю- 
Щ1еся въ Теорш Чиселъ, выводится очень просто сл'Ьдующимъ 
образомъ : 

Пусть будетъ А какое ни есть число ц'Ьлое положительное, 
а р число безразличие простое или сложное. Выразимъ число А 
по систем-Ь счиелен1я ;>, н въ этомъ ново1аъ вид'Ь изобразииъ его 
знакоположен1емъ (Л) , а сумму гтфръ, изъ которыхъ оно со- 
стоять, означнмъ чрезъ 8{А) . Такъ, наприм^ръ, при А = 83, 
р= 19, им'Ьемъ 



(83),з=4(7), «(бЗХо 



"= П. 



Первая изъ этихъ цич>ръ 4 означаетъ тьлое частное Е{та), 
а вторая 7 оспштокъ. Еслибъ, при томъ же значении р^1^, 
вн'Ёли А = 245, то получили бы 

ицълое частное Е{-^)^ \ 2, я остатокъ^ \7^ такъ что 
(245),(|=(12) (17), и следовательно 

5(245)19=12 4-17 = 29; 
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правильность такого приёма сложен1я цифръ явствуегь нзъ того, 
что каждая изъ двухъ соста&ныхг цифръ 1 2 а 1 7, какъ п долааю 
быть, менгье 19, то есть мешье основангя, употребленной въ на- 
стоящемъ случа'Ь системы нумерацш. 

Условясь въ этихъ обозначен1я.\ъ, докажемъ сл-Ьдующее 
Предложеше: 

Разность между даинымъ числоиь А и суммою 8{Л) циФръ 
этого яисла, выраженпаго по системЬ нумерац1и при основанш^>, 
разд-бленная на р — 1, равна гцыому частному Е (~У такъ 
что им-Ьемъ 



е(^] 



-5И)р 



а также 8{А) = А^ {р — \)Е1- 



■И) 



Доказательство этого Прсдложен1я очень просто; д-Ьйствя- 
тельно, изобразимъ чрезъ г остатокъ Д'Ьлен!^ ^ ва^, и папи- 
шемъ равенство 

ВЪ ввдЬ 



Л=рЕ(: 



-г, или А = {р ~1)Е{'Л-+-Е{-)-*~г 



заи'Ьтимъ теперь, что, по причине г <,р, сумма Е{''-\-*-г, чи- 
таемая по десятичной нумерацди, изображаетъ сумму циФръ 
числа А, выражеенаго по систем-Ь нумерации р ; поэтому будетъ 



Е: 



= «(Л. 



въ сл'6дств1е чего предшествующее равенство приведетъ аепо- 
средствепно къ Форм. (1). Такъ, наприм'Ьръ, для ^ = 497, 
р = 43, Е(*-§\=1\, »- = 24, шлучимъ 

6'(497),а=4Э7 — 42Х 11 = 35, 



относящейся къ теорш чиселъ. 



I также и на-оооротъ 



^'1)='-^^ 



Для удобства н-Ькоторыхъ прнложен1й Форм. (1) обобщииъ 
. Пусть будетъ А^^а^-^-а^-^а^-*- . . ■-*- а„, гд'Ь «1, Яд, я^. ,.Эв 
шачаютъ цтЬлыя аолонштельБЫЯ числа, опред'Ёляемыя усдо- 

I решаемой задачи. Ясно, что для кащдаго числа а^^ этого 

, Формула (1) будетъ им4ть м^сто, такъ что вообще 



Е' 



'|_ ''Х-«( «1)|.. 



Взявъ сумму додобныхъ равепствъ для вс^^хъ ц^лыхъ зна- 
X отъ Х^:1 до >. = «, лолу^гамъ сд-Ьдующую общую 
К)рму.1у: 



2^© 



-3 5К)^ 



I равнозначущ\'ю съ нею 



^8^а,)^^А-(р-1)■^Е{^)■ 



(2)* 



Переходя къ приложен1ямъ Фори. (1) и (2) укажу сперва на! 
^^1Ш']Бнен1е п<;рвой взъ ни.хъ къ опред'к1ен1ю состава чяселъ въ ' 
Иошеши кратности нхъ простых^ дплителей. Начиу съ Фак- 
ф1альной Функц1и 1 . 2 . 3 ... п. Для опред-Ьлеп1я степеии т ] 
цияости простаго числа р, входящаго въ это произведете, I 
*емъ Формулу 



1.2.3. 



= р"^.^, *н=— -^Р, 



(3) 
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гцЪ ^ Ц'Ьлое число не д-Ьлящееся на р. Такъ, наприм'1;ръ, еслибъ 
желали определить совокупность множителей 3, входящихъ въ 
составь произведения 1.2.3. . . 100, то им-§я 

(1=100, (а)в= 10201, б'Са)^— 1 -ч- 2 -»- 1 = 4, 

получили бы по ФОрм. (1) 

100 — 4 . о 

т = — 2 — ^ 48. 
Бъ случае а^р" им'Ьемъ просто 

р-1 ' 

И Д'Ьйствительно ясно, что 

8(а)=8(р\=1. 

такъ какъ р", при систем'6 нумерац1и р, выражается едпнтъею, 
сопровождаемою п нудями. 

Зам'Ьтимъ еще, что Форм. (1) справед.1иваипри^^ сложному, 
положииъ, наприм4ръ, о =; 1 00 какъ выше, а р ^ 2 . 3 ^ 6 . По- 
лучимъ 

{100)в=244, 8(100)в=2-1-4-1-4 = 10, 

и следовательно 



и такъ, 6 входить множителемъ въ 1.2.3... 100 восемнад- 
цать разь; простое вычислен1е покажетъ, что, взъ этихъ 100 
чнселъ, 14 д^дятся просто на б, а 2 числа, именно 36 и 72, 
на 6^ 

Если изобразииъ чрезъ р наибольшее просшое число, пред- 
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шествующее а, то на основашв Форы. (3), получныъ такое раз- 
ложеше: 

1.2.3. . .11 = 



-8(»), 



: чемъ 11ока.затель 



' .5 ' 



- »(«1^ 



?-1 



■■■г''" , (4)1 

посл-Ьдняго множителя очевидно 



Н'Детъ равенъ единтт- 

Формула (1) прии'Ьнима также къ р-§шен1Ю неопред^лен- 

къ уравнее1й 1°" степени; но въ практическомъ отноше1пи она 

представляетъ преимущества предъ общеупотребляеиыив 

|^1€ма!ии. Возьмемъ для прим'Ьра уравненте 

127а! — 56 1/= 1, 

{ р^ше1|1я котораго беремъ вторую изъ ФОрмулъ (1). Опре- ' 

[мъ сумму цифръ числа 127 по системе нумерацш 57, то 

ггь по числу равному коэФФВЦ1еп'1у у, увеличенному единицею; 

ь будемъ поступать и въ дальн'Ьйшихъ вычвслетяхъ. Полу- 

5(1 2 7)^7= 1 27 — 2 . 06 = 2 {1 3) = 1 5, 
«л'Ь него данное уравыеше пишемъ въ вид* 
\ох—Ь%(у—1х)=\; 
цоживъ въ немъ 

у—2х = у', 

(рлучится первое преобразованное уравнеше 
56 у' — 15аг^ — 1. 
Поступаемъ съ нимъ какъ съ первоначальнымъ; найдемъ 
в(56),в= 56 — 3 . 1 5 = 3 (8) = 1 1 , 
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В составляомъ новое уравнение 

11у'-|-ЗЛб?/-15^= — I, 
I приводящее къ равенству 

15{ж— Зу')— 11У=1, 
которое, при положенш въ неиъ 

ж— Зу'='.г', 
обратите)! въ сл'Ьдующее: 

15х'— ПУ= 1. 
Наконецъ им-Ьемъ 

8(15),2= 15 — 1.11 =1(3) = 4, 
а поэтому будетъ 

Такъ какъ ^гЬшешя этого уравнешя очевидны, именно 
х'=3, у — ж'^ 1, откуда ^'=: 4, 

то не продолжаемъ вьпнслептя; внеся эти величины въ выше' 

найденный равенства 

у — 2х=у' и X — 3 у'= х\ 

получимъ окончательно 

;г:=]5, ?/ = 34. 

По простоте употребленныхъ пр1ёмовъ дальн^^йш^я подроб- 
ности были бы излишни. 



«ТЦОСИЩЕИСН КЪ ТЕОПи ЧИСЕ^Ъ, 



Переходимъ теперь къ н^которьшъ г1рпложеи1ямъ Ф011мулы 
(2), служащей дл(1 перехода отъ ряда 



ЕЬ н-Е(Ь' 



-ЕГ- 



-Е'-:' 



(5) 



№у*^6я подъ р какое пи есть цЬлое число. 
Начвемъ съ 11рим'Ьиен1я Форм. (2) къ вычисле!пю суммы ква- 
тичныхъ вычешовъ простыхъ чиселъ. Пусть будегъ р данное 
мое число, а В искомая сумма; по самому свойству р^Ьшае- 
I нами задачи, рпдъ (5) будетъ 

|рядъ (6), стЬдующит: 
^ Самая же Фори. (2), въ настоящемъ случаб, приметь видъ 



УгП=- 



-2^"''' 



\р1 



(7)1 



Первая часть этой Формулы изображаетъ сумму посл'Ьдова- ' 
аныхъ цгьАыхъ частныхг, яолученнныхъ ори разд'йлен1И на р _< 
[даго нзъ ^-^~ квадратовъ отъ 1^ до (^-^1 включительно; - 
ичимъ, для краткости, чрезъ ^ эту сутаму, Если ирибавимъ къ 
! величину — ' именно сумму Е квадратичныхъ вычетовъ, раз- 
яенную на р, то получимъ равенство 
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нзъ котораго выводииъ сл^дую1ц1я соотноше1пя между ^ и Е: 






Я)Р 



■№-1)^. 



(8) 



Соноставл(!Н1е послЬдыихъ двухъ равепствъ съ Форм. (2), вли 
съ обращенною (7), приводить къ результату 



в+л=28т,, 



(9) 



вытекающему также и изъ самаго вида и значен! и чиселъ 6^(^)_, 
стоящихъ иодъ знакомь 



,/1,ля численнаго нрвм'Ьра возьмеиъ простое число 23 вида 
4ЙН- 3. Первые -- ^ =11 квадратовъ взобразимъ по систеигЬ 
нумеращи, основан1е которой равно числу 23; получатся сл'бдую- 
Щ1е результаты *): 

1^=1, 2^=4, 3^=9, 4-= 16 | 

5===1(2), 6«=1(13), 7^=2(3), 8^=2(18),! (Ю) 
9^=3(12), 10^=4(8), 1Р=5{6). | 



*) Дая избЬжан1я некоторой сбивчи! 
чаЪ уиотреблешя особ! 
аыше, закиочидв въ скобки 



I, которая произошла бы въ ыу- 
10, II, 12, до 33, мы, какъ 
1ъ по десятичной онстев4. 



1ЛТЮСНЩЕИСЛ 1ГЪ ТЕОРШ ЧВСЕЛЪ. 



ш 

■ Состаянвъ отдельно сунны посллдоботелмыхъ цгь.тхъ част- 

Н нихб 1 , 1 , 2. . . и т. д. до 5, а также оапатковъ 1,4,9.161 
I (2), (13), (3) н т. д. до. (6), и(иучн11ъ 

к 

"■'УДОВ. 



в=18, Л=92=4.23, ^ = 4, 



^ = 22, дч-Е=ио. 



Ь'УД0ыетворяЮ1Ц1Я, какъ и сгЬдл'етъ, Форм. (7), (8) и (0). 

По найденной сумм-Ь В квадратичныхь вычетовъ простаго 
числа р, прямо опред*дится в суима й' его неквадратичныхъ ви- 
четоаъ, равная какъ 138^0X80, разности ^^.р — В; такъ для 
р=23, будетъ ^^= 11 .23 — 92 = 161 = 7. 23. 

Так-ь какъ дли простаго числа вида р ^= 4 Л: н- 1 ви-Ьемъ 
Л^Е' ^^-^-р, то Д.1Я него и значете ^ опрел-Ь.1ится непо- 
средствешго первою изъ Форм. (8), которая прпведетъ къ равен- 
ству 

д_ у'-1 В ^р^~\ р-1 _ц>-1)(р-Э) 

^ 24 !< 24 4 24 ■ 

Подобнымъ образомъ опред-Ь.1ится и с1/мма шфръ чисга 
^ ~" -р, выражевнаго но систем* нумерацш при основанш ^>;- 
эта сумма, въ салу Форм. (9), будетъ 

у н-Л__ . — н ~ р — 

= 4.4-1-1 ^17, по.15*чииъ ре- 
58, 0-«-й = 76, 



Такъ Д.1Я простаго 'гасла р 
зультаты 

§ = 8, П=Ж = 



.1егко пов-Ьряемые прямымъ вычислен1емъ. 

Сказанное предъ симъ относилось къ квадратичнышъ выче- 
тамъ простыхъ чиселъ; разсмотримъ теперь, что произойдетъ въ 
томъ случа'Ь, когда будемъ им'Ьть совокуиность подобныхъ же 
вычетовъ не для простаго, язв'Ьстнаго числа р, а для такого не- 
чётного числа К, о которомъ мы не знаеиъ простое-ш оно, или 
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сложное. 1Чшен1е этого вопроса, при значятельномъ Л', сопря- 
жено съ вы1юлнеи1емъ ие менЬе чЬмъ дли простаго числа утоин- 
тельныхъ по длишютЬ ариомстическпхъ вычисле1ий, хот» въ суод^ 
ности и весьма простыхъ, но треоующихъ много времени и на- 
пряженпаго вниман1я. Начвнаемъ, какъ и выше, съ того, что вы- 
числяемъ рядъ квадрагичныгъ вычетовъ числа ^У. Тщательное 
разсмотр-6и1е членовъ полученпаго ряда вычетовъ приведетъ, какъ 
уввдимъ ниже, къ несомн'Ьнному за11..почеп1ю о тоиъ, будегь-ли 
испытуемое число ^ простое или слоокное; во второмъ случа'6, 
самое разложение Л'' на его простые дтдители не представить 
никакого затруднен1я. 

Такъ какъ число N нечётное, то оно будетъ вида 4 А -н 1 
н-ш 4 А -+- 3; въ обоихъ случаяхъ ии'Ьютъ мЬсто сл^дующ^е прв- 
:!пакн: Если въ ряд)' найденныхъ — ^ — вычетовъ, вс4 они раз- 
личны между собой, и не одинъ изъ нихъ не равенъ нулю, то 2Т 
несомн-Ьнно будетъ числомъ простымъ. Напротивъ того ^ будетъ 
сложнымъ, когда этогь рядъ не удовлетворитъ хотя одному язь 
этихъ двухъ УСЛ0В1Й. Есть и н'бкоторые друг1е признага разло- 
этшости числа ^: таковы напримЬръ тЬ, которые основаны-на 
неравенств'Ь числу N суммы двухъ сопряженныхъ квадратичныхъ 
вычетовъ при Л'"^4й-ь1 и паръ, при р^= 4}с-*-3, состав-' 
лешыхъ изъ одного квадратичнаго вычета и сопряженнаго съ 
нимъ вычета неквадратичнаго; сущестЕ0ва[пе вычета, квадратич- 
наго ИЛИ неквадратичнаго, им'Ьюш,а1^о общаго делителя съ чис- ' 
ломъ К, нослужитъ также лвнымъ признакомъ разложимости 
сего посл'Ьдцяго. 

Пояснимъ сказанное самыми простыми численными прим^Ьра- 
ми. Такъ для Л^= 4.2-1-1=9 получимъ сл'Ьдующ1е ряды: 

квадраты Р 2^ 3* 4", 

квадр. вычеты ... . 1 4 1(0) 1(7); 

въ числ'Ь вычетовъ находимъ нудь, соотв'Ьтствуюш,1Й квадрату 
3", равному сложному числу ^Г^ 9. На разложимость 9 указы- 
ваютъ и другие вышеприведенные признаки. Ясно, что и вообще, 
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Ьа ^ будсть точнымъ квадратом!., та междз" его квадратнч- 

1 вычетами всегда окажется нудь. 
к'Возьиенъ прим^ръ для числа вида 4^-1-3; положвыъ 

= 4.3-1-3= 15, для котораго получимъ сл'Ьду10Щ1я рлды: 



\раты 1^ 

. выиешы . . 1 * 



9 1(1)* 1(10) 2(6) 3(4)**, 



► Въ этонъ ряду вычетовъ усматриваемъ дв-Ь повторяющ1яся 
5>ы 1* и 4**, ВХ0ДЯЩ1Я каждая по два раза; это самое обна- , 

1ваетъ сложность числа 15=; 3.5. Самый пр^ёмъ для раз- 
$(ен1я слон{ваго чвсла ^ на его д'^телей мы лриложвмъ къ 
Яу 21, представляющему бол-Ье разнообраз1Я ч-Ьмъ 15 по 
втности ноявлеп]!! равныхъ между собой вычетовъ. Выписы- 
Орядъ квадратовъ съ результатами д'бленхя каждаго изъ тшхъ 
1"21: 



1-»=:1* 2^= 



9, 4^*= 



:16*' 



5=:^ 1(4)*' 



р1{15), 7^=2(7), 8^=3(1)*, 9^=3(18), 10^=4(16)*^ 



(И) 



Въ этомъ ряду повторяющихся численныхъ звачеш'й выче- 
ь иаходвиъ три пары, а именно: 



1* п 311)*, 



1 (4)"" 



16 



4(16 



■ Если положимъ теперь 21 =Р2, разумЬя подъ риз д^в- 
Вей 21 , то, на основав1и результатовъ (1 1), получимъ слйдую- 
а три равенства: 



Й 3(11* 



'- = 31 



-1 = =(8-.-1)(8-1) = 



(уда ^1? ^ 3 . 7. Къ тому же результату приводить и осталь- 
1 два равепства; д1Ьйствительно им'Ьемъ: 

2") 1(4)" — (4)"=и = 5=— 2' = 3.7; 
3°) 4(16)»*» — (16)*« = 4и=10'— 4', 
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и с,г1;доват1:,1ьио 

р-у = о' — 2^ = 3.7. 

Когда число IV будетъ разложено на два множителя ^) и }, 
то каждый изъ нихъ, въ свою очередь, можетъ быть подвергнуть 
такому же шаьптио какъ сейчасъ показано въ отнотен1и къ 
числу Ж 

Приведенные зд-Ьсь признаки для отличен1Я щюстаю числа 
огъ сложнаю, съ нерваго взгляда могли бы ипыиъ показаться 
довольно простыми; на самомъ же д-Ьл-Ь для р-Ьшен1я вопроса при 
значительной величинЬ нспытземаго числа N, потребуются какъ 
уже замечено выше, многочислешшш ариеметическЬ! выкладки, 
утомительный по огромному количеству чиселъ, который должна 
расположить въ возрастающенъ порядк'Ь ихъ величинъ, и потомъ 
сопоставить одни съ другими; такой трудъ на практик1Ь окажется 
почти неис110Л1]имымъ. Только при р'Ьдкой случайности могутъ 
встр'Ьтиться равные вычеты иэт нуль, или другие признаки, р^- 
шаюице вопросъ о разложимости испытуемаго числа. 

Приложвмъ еще Фори. (2) къ вычислению Лежандроеа сим- 
вола { — \ гД'Ь подъ р разум'Ьеыъ число простое, а подъ а про- 
извольное ц'Ьлое число, не д-Ьлящееся на р. По одной изъ изв'Ьст- 
ныхъ теореиъ, относящихся къ этому символу, им-Ьемъ *): 






Ч?)--||)- 



(12) 



Для приложен1я Форм. (2) къ этому равенству примемъ въ 
разсмотр'Ьн1е рядъ 



2я -»- 4а -I- 6а - 



') См. Теор\10 сравяенщ соч. П. 'Ыышева; С. -Петер бур п., 1849 г. стр. 71. 
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■авленныи изъ числителей ряда, входящаго показателемъ во 
фую часть Форм. (12); если, для сокраш,е1пн письма, изобра- 
1. чрезъ 3 эгогъ показатель, то очевидно получимъ 



- 2 «^^^'"р 

Х = 1 



довательно будетъ: 

при 3 чётномо. ... I — ] ^ -н 1 . 

при 8 нечётномъ . . ( — ) = — ] . 

|Ботъ простые численные прим^^ры для обоихъ случаевъ: 
' Для опред'Ьлен1я знака символа (т|^)т въ которомъ р^ 11, 
с 7, получаенъ результаты: 

2. 7-4-4. 7ч-6,7-ь8. 7-^10, 7 = 210; 

щъ произведен1ЯМъ (:-оотв'Ьтствую1'ъ по порядку слЬдуюш1е 
1 цплыхъ частныхъ и остатковъ, выраженныхъ по систем'Ь 
1Ёрацш И: 

1(3), 2(6), 3(9), 5(1), 6(4); 

ЯЕИвъ Ц'Ёлыя часгныя, получвиъ 

8=1-н2-нЗн~о-1-6 = 17, 

гЬдовательно 



(А)=(- >)"=-'■ 



I Этоть самый резудьтатъ найдется в по общей Формул^! дМ- 
гельно сумма цплыхъ частныхо в оетатковг, при основани! 
(-нумеращи, равна 40; слЬдовательно 



= 17. 
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Опррдйтимъ еще ве.шчину символа (гд|; найдемъ 11осл1!Дова- 
тельпо: 

2. 3-1-4. З-нб.Зн- 8. 3-1-10.3-1-12.3 = 126. 

Почленпыя выражс111п этахъ шести члеиовъ, во систем'6 иу- 
мерацш 13. будить 

6, 12, 1(5), 1{11), 2(4), 2(10), 

а общая сумма цифръ этихъ чвселъ 54, именно: сум.>1а остат- 
ковъ 48 и сумма цтьлыхъ частныхъ = 8, какъ и сл-Ьдуеть изъ 
Формулы 



почему и будетъ 



й) = (-1)* = -1- 



На основан1и Форм. (12) выражеа1Я для символа!—], при 
малыхъ Бе.шчи11ахъ аргумента а, могутъ быть приведены къ бо- 
л'Ье упрощенному виду; наприм4ръ, для а=2, показатель, вло- 
дящш во вторую часть Форм. (12), именно 



нЕ^и-Е^ 



^(1)- 



(13) 



приводится просто къ Е(Х^~\ такъ что длу всякаго простяго 
числа р нм-Ьемь Формулу 

(|) = (-1)'=(_1)"^('^'), (Н) 

равнозначуш^ю съ общеизв-бсгною 

Докажемъ Предложеп1е (14) сперва аш простаго числа 
й=^Ап-+■ 1. При первомъ взгляд'Ь на рядъ (13) усматриваемъ, 
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Ьчлены его могутъ только равняться нулю или единшт; пусть 
ь к нумеръ носгЬдияго язъ первыхъ его членовъ равныхъ 
■; для определен) (I к им'Ьемъ очевидное неравенство 

;'<1, откуда к = Е(|)=Ь^, 



взывающее, что число членовъ равныхъ нулю есть . 

М11Й взъ остальныхъ членовъ, включительно до посл'Ьд- 

/ равенъ едттщь, что видно изъ неравенства 



<=?). 



-= 2 - |- < 2, откуда е[-^)= 1. 



Если изъ полнаго числа ^-^ членовъ ряда (12) вычтемъ 
151енное нредъ симъ число ^^~г- членовъ равныхъ нулю, то по- 
щъ искомую величину 3, именно 



_р — 1 р — 1 2) — 1 



(15) 



► Совершенно подобныиъ образомъ для лростаго числа 

в4п-1-3 наидемъ сл-1;дующ1е результаты: 
^ Число членовъ равныхъ пулю въ ряду (13) онред'Ьлится не- 

генствомъ 

_ у-з 



|<1, откуда А =::е(|)=^-^ 



[Вычтя ■- :— изъ —д—, получиыъ О, ТО всть ЧИСЛО членовъ 
1Ыхъ единицгь\ сл'Ьдовательно 



р — 3 р-*-\ 



.(16) 



^И такъ, Д.1Я простыхъ чяселъ вида 4п-+-1 им^еиъ 



| у-1 _ 



: », а для чиселъ вида Ап -\-Ъ, Ь- 



,р-^1_ 



-и-1- 1: 
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сложное. Г-Ьшен1е этого вопроса, прп зиачптельномТ) К, сопрЯ' 
жено съ вы11олнен1емъ не меп4е ч1;мъ для простаю числа утвЫЯ- 
тельныхъ по длиннот1Ь арвометнческихъ вьпис.1ен1Й, хотя въ сущ- 
ности и весьма простыхъ, но требующихъ иного врем4.'ни и на- 
нряжешшго В11иман1я. Ыачипаемъ, какъ и выше, съ того, что вы- 
чйсляеыъ рядъ квадратичныхъ вычетовъ числа ДГ, Тщателыюе 
ра.чсмотрЬн!е членовъ нолученнаго ряда вычетовъ приведетъ, какъ 
увидимъ ниже, къ несоми-Ьяному зак.1почеи!ю о томъ, будетъ- 
испытуемое число 2У простое или сложное] во второмъ случай,, 
самое раэложойе N па его простые д)ьлители не представвгь 
никакого затруднен1я. 

Такъ какъ число N нечётное, то оно будетъ вида 4й-»-1 
или 4 & -н 3; въ обоихъ случаяхъ имЬютъ м^Ьсто сл1;дующ1е при- 
знаки: Если въ ряду найдепныхъ — ^ вычетовъ, вс!; они раз- 
личны между собой, и пе одинъ изъ пихъ не равепъ Н1/лю, то N 
несомн'Ьн!Ю будетъ числомъ простымг,. Нанротивъ того Л' будетъ' 
сложными, когда этотъ рядъ ве удовлетворп'ъ хотя одному взъ 
этихъ двухъ услов1Й. Есть и нФ-которые друпе признаки разло- 
жимости числа N1 таковы наприм^ръ тк, которые осеованы-па 
неравенств'Ь числу ^\Г суммы двухъ сопряженныхъ квадратичный. 
вычетовъ при Л'"^4й-»-1 и наръ, при р^ 4к-^В 
ленныхъ изъ одного квадратичнаго вычета и сопряжепнаго съ 
нимъ вычета неквадратичнаго; сущест1!0ван1е вычета, квадратич- 
наго Н.Ш неквадратичнаго, ии1;ющаго общаго д'Ьлителя съ чиС' 
лоиъ К, послужитъ также явнымъ признакомъ разложимости 
сего посл-Ьдняго. 

Пояснимъ сказанное самыми простыми численными примера-, 
ми. Такъ для N=4:. 2-^-1 =9 получимъ сл'Ьдующ1е ряды; 

квадраты Р 2^ 3^ 4^, 

кеадр. вычеты ... . 1 4 1(0) 1 {7); 

въ числ'Ь вычетовъ паходимъ щль, соотв'6тствующ1Й квадрату 
3^, равному сложному таслу 2^=^ 9. На разложимость 9 указы- 
ваютъидруг1е вышеприведенные признаки. Ясно, что и вообще," 
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ЕСОВОО'Х*К^1=1Т1э1:К 

иКОВЪ ЕРЙРА1ЦЕН1Й 

ПРОСТ ЫХЪ ЧИСЕЛ ъ. 



^Особенно ирим^чатя достойно то, что, когда простыл числа 
Пписаны будутъ оо порядку, какъ одно за друглмъ сл'Ьлуетъ, 
а ииенно 

2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31,37,41,43,47 и, т. д. , 
то въ нихъ никакого правольнаго порядка не прпмТ.чается: при- 
ращен1я ихъ суть то больше, то ценьше; я до сихъ поръ еще 
не могли открыть, сл'Вдуютъ ли с1и приращен!» вавому нибудь 
закону или н^гь''. 

Таково мн-1)ы1е Эйлера, выраженное имъ въ его ,,Основан!яхъ 
алгебры" (С.-Пб. 1812 г. стр. 23 — 24), и оереводчшгь этой книги 
эвстраордиаарный академипъ В. Висковатовп къ этому заклю- 
че1пю никакого присовокуолешя сь своей стороны не д^лаеть, 
между тФвъ кавъ его перееодъ обиленъ полезными п нер'Ьдко обшир- 
ными прим'Ёчаи1ями, относнщимисн къ бол'Ье или ыен'Бе важныиъ 
алгебраичесвимъ теорЫмъ, недостаточно развитыыъ знаменитыиъ 
авторомъ этой вниги. И въ позди'ЬЙшпхъ издан1нхъ Алгебры 
Эйлера на иноетранныхъ языкахъ, насколько наиъ известно, 
комментарий нъ этому эаилючеаш не им-Вегся, 

И до спхъ порт, въ курсахъ теор1и чиселъ ограничиваются 
только указашемъ на несостоятельность попытокъ открыть законъ 
иростыхъ часелъ, о которомь ндетъ р'Ьчь. 
I Съ этою ц'Ьлью приводится прежде всего Формула 



2+1 . 
|рщая действительно н'Ьсволько простыхъ чиселъ, полагая В1> 



I 



16 в. я. БУияковск1й, з*м, ивг одной форм. оти. иь теор; '«с, 

но при .ггокъ з&н'Ётииъ. что первое изъ иихъ -- 7 - =*^ "Юри. 
( 1 5), можетт. быть представлена и въ вид* Е1.^^~\, опюсящ^в-, 
«я къ простому числу 1п -I- 3 ; это прямо видно изт» сдЬдующиъ 
равенствъ: -».• 

И гакъ, согласно сЪФорм. (14). въ обоихъ случаям. вмЬемъ 

На основаш'и общей Фори. (12)легко докалать, что для и- = 3, 

лолучимъ 

(^)=(->)»=(_,,М''^). 

Этотъ 110с.гЬд1пй резул1,тагъ, также два слЬдуюиЦе 



(7)= 



(-1) 



а)г 



п еще ы'Ьско.1ько иодобяыхъ, доказаны другимъ пз'темъ въ мое# 
стать*: ШтопеЬгаНоп йе диеЦиев ргорозИгопв геШшз а 1а (оне^ 
Поп пит^ггдгк В(.г); АгНск 4'"" (ВиНейп (1с ГАсай. 1тр. дез 
ЙаепсбЕ йе 8Ь.-Рё1е1-аЬои1е; Т. XIV). 

Я конечно, не придаю особаго значешя нредло!й^1юму -в»' 
этой зам'Ьтй пр1ёму, такъ какъ вс* р'1!шенные въ ней вопросы, 
р'Ьшаются и ири пособш другихъ извЬстныхъ снособовъ; тЬиь 
не мен^е Т)Днако;къ я счблъ" что не совсЬмъ безполезно букета* 
.■указать на такой нр1ё>иъ, который подводитъ водъ одну общую' 
Формулу, объединяющую р'Ьшен1Я ц'1;лаго ряда задачъ, принадле- 
яЛ1ЩИХЪ къ одной и той же категор1и. При этоиъ я им'йлъ въ 
виду и то, что раз11ообраз1с взглядовъ въ научныхъ вопросах^, 
и въ особенности въ Матсматвк^Ь, нередко наводнтъ па повьи^ 
пзыскашн,.а иногда и на дальн1;йш1(1 разъяснеп1я н-Ькоторыхъ 
ихъ выводов-^науки. 
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„Особенно прим*чан1я достойно то, что, погд.в. простыя числа 
написаны будутъ по порядку, какъ одно за другпиъ слгЁдуетъ, 
а иысЕВО 

2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31,37,41,43,-17 и. т. д. , 
то въ нихъ никакого правильнаго порядна не примечается: при- 
ращения яхъ суть то больше, то меньше; я до сихъ поръ еще 
не могли открыть, сл11дуютъ лп с1и приращен!» кавоиу иибудь 
закону или н-Ьтъ'^. 

Таково ин^ше Эйлера, выраженное инъ въ его ,,0снован1яхъ 
алгебры" (С. -По. 1812 г. стр. 23^'24), н переводчикъ этой книги 
экстраординарный акадеиикъ В. Висковптовя къ атому вавлю- 
чен1ю никакого присовокупления ст. своей стороны не д-блаеть, 
между тВмъ какъ его переводъ обиленъ полезными п нер'Ьдко обшир- 
ными прим11чан1Ями, относящимися къ бол'Ёе пли мен^Ье важнымъ 
влгебраичесяимъ теор1яиъ, недостаточно раавитымъ знаменвтыиъ 
автороыъ этой книги. И въ поздкФйшихъ издан1нхъ Алгебры 
83лера иа иностранныхъ языкахъ, насколько намъ изв'Бстно, 
комментарий нъ этому аакл!очен11о не имеется. 

И до сихъ поръ въ курсахъ теорш чиселъ ограничиваются 
только указан!е11ъ на несостоятельность нопытопъ открыть законъ 
иростыхъ чиселъ, о которомъ идетъ р'Вчь, 
' Съ этою цЫыо ирйводится прежде всего Формула 



2+1 , 
дающая д-ЬЙствительно нВсколыю простыхъ чисел-ь. 



ней х^=0,1,2,3, ; ио аолучаеиын числе, во первыхъ, 

до-нельая быстро воарастаютъ; а, во вторыхъ, споро перестаютъ 
быть простыми. 

Лежандра, иъ еиоекъ сочнненш отвоолтельпо теор1и чиселъ, 
иоовйтилъ вопросу о нахоя>ден1И фориул-ь, днющихъ только про- 
стын числа, ц11луц| главу; но и ииъ п|)едложеннын Формулы, 
хотя и достивлнюгь н'Ьиоторып группы простыхъ чиселъ, все 
же НИИ не лостш'аюгь въ общеиъ видЪ р'&ше11'|е преслЬдуеыиП 
задачи. 

Формулы Иолиньяка во Франщн и академика ^к'Сьпиева въ 
Россш, сд'&лввш!псл изв'Ёстаыии почти одноврсыенмо и касаю- 
1Ц1)1Ся собственно чпслв. простых-ь чиселъ въ дапныкъ предйлвхъ, 
правда не лишены значен!» въ ниук*; тЬмъ не ыенЬе он'В не 
исчерпываютъ своего предмета на столько, на сколько было бы 
то нелательыо по ваасности разсматраваемоЗ яещн. Крои1з того, 
1^ и друпя Формулы ва столько сложны, что не могли даже 
ВОЙТИ въ университетсв1й курсъ математики. 

Что касается до Лертратвои Формулы, то она еще мен-Ье 
полна. 

Бол'Ёе подробную нстор1Ю и обстоятельный анализъ вопроса- 
о простыхъ числахъ читатель найдетъ въ трудвхъ Лежандра и 
Уебым^еш, которыми такъ много сд11дано въ теории чиселъ; ими 
и Гауссом^ эт01^ предметъ возведенъ на степень совреневной 
науки. 

Но какъ бы то ни было,вышепривеАенныя слова Э^емр^ со- 
храняли и по нмии свою силу: зпконб О прирти^тях! простыХЯ 

чисем пребывалъ иеизв11ст[]ымъ, оставался въ вопросе, 

Даже употреблен1е Высшаго Анализа, а именно, стремлеше вы- 
разить закоиъ простыхъ чиселъ, нв.пр11м11ръ, при помощи 
опрвд}ьлен'наго инте/рала, не подвинуло ни мало этого д-Ьла 
впередъ. Стало быть, унотреблявш1еесп до сихъ поръ методы 
нисколько не соотв11тствоввли пи природ*, ни духу предмета; 
а потону приходится обратиться къ новымъ пр1емамъ, избравъ 
иную точку отправлен1я, чтобы разгадать д-ЬНствнтельный хара- 
ктеръ взслЪдуемой вещи. 

Руководствуясь только первыиъ началомъ въ теор1и дели- 
мости чиселъ, по которому, если вс* слагаемый суммы делимы 
па какое либо число, то и сама сумма также д'Ьлина на то же 
число, и, им*я въ виду, что каждое простое число можетъ быть 
написано подъ видомъ суммы изъ н*котораго числа слагав- 
мыхъ, — можно, или, по крайней м11р11, намъ удалось написать 
Формулу, доставляющую всЬ просты» числа и прптомъ безъ 



скачвовъ, въ совершенной ихв посл}ъдовательноапи. Согласно 
съ природою самой вещп, каждое простое число паходитси ря~ 
домз дгьксгнвш, унизываеиыхъ нашею Формулою; прпчемъ 
дроби, твкше, пи смыслу випроса, должны быть исключаемы. 
Разсуждан, что для нед11Л1Ш0СТн исвомаго числа, а именно про- 
стою, въ ыето должны входить вей элементы, раздавленные уже 
на 1, '^, 3, 5, 7, 11 и т. д., т. е. на вей простыя числа, на иак1Я 
только позволиетъ величина разсматривиемаго числа, ыы пред- 
лагаемъ на совершенно естественноиъ и вполнб очевидвомъ 
лснованш Д1Н вышеуказанной ц*лг, сл-Ьдующую Формулу; 



8„=.+еО^ 



\Ч-^+й^ 



гд-Ь ]1| есть знакъ того, что берется только ц-Ёлая часть числен- 
наго выражен1я, за нимъ ыаходнщагосн; п — какое угодно цгьАое 
число, подъ которымъ веЬ делители суть про<жыя числа., а йп 
соотв'Ьтствушщее каждому числу п кросжое число, 

Въ предлоиенной нами шормул-]) Йц полагая последовательно 

л=1, 2, 3, 1, О, (!, 7, 8, 9, 10, .... 

и останавливая рядъ 

"д. ° I "_и 
^+"3"Г-5+ 

каждый раэъ, какъ дойдеиъ въ знаменател'Ь до простого числа, 

по нрийней иФр*, равнаго предшествующему исвоному (врой* 

первыхъ четырехъ простыхъ чиселъ 2, 3, 5 п 7), мы получинъ, 

какъ сейчасъ увпдииъ, соотв^Ьтственно числа 



которыя доставать рядъ посл'йдовательаыхъ нростыхъ чиселъ 

2, а, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, ... . 
А именно, будемъ иы'Вть 



8.=' 



беря въ этомъ ряду написанные пять члевовъ, въ сумм* этихъ 
послФднихъ получается 1-|-1^/811); поэтому, согласно вышеед*лаи- 

нынъ услон!я»ъ, возьмеыъ 



8.=2 



На томъ же основан1и, дал'&е подучаемъ 

8з =^+8(4+4+4+) =3+2= 5; 
8.-^+Е(4+4+4+4Н+з-7; 

=12+1=13; 

87= ''+ Е( 2 I 3 +1" ' 7 ' 11+1з)^ 

=1^+1(4+4+4+-^+^)=!^ ' =17; 

§8 = ^+Е(~2~+"3~+~5"+^+1Г+73'+Т7 )^ 



=8+4+Е(2Уз+175+177)+Е(1Г+13-+17-)= 
=12+5+2=19; 

«9 ' Ь\ 2^ 3 "^5 "1 "^11^13 ' 17~~19/'~ 

тп/1 ,4,2, 9, 9, 9, 9\ 
=9+9+Е (-2+ 5+^+1Г+1з-+1^+19-> 

=18+5= 23; 



а , т|ДО .10 10 . 10 . 10 . 10 . 10 . 10 . 10 



'10 



7 ' 11 ' 13 ' 17 ' 19 



ь|)+ 



+К( 



10 . 10 . 10: 



29 ' 31 ' 37 



-)=29 



При11'Ьчан1е. Число 29, собственно говоря не выходить изъ 
{^ ибо пришлось присовокупить М^о" ' Ч1~ ' Ч7~) ' "^ "'^ 

к число 29 получается сполна, такъ что во всявомъ случа*, 

пропуска этого числа не было бы, если и не сд^^лали такого 
присовокуплен1Я, которое, впрочемъ, позволительно. 



8^^=11+6+4+2+2+1+Е(: 



11 , 11 . И . 11 . И 



13 ' 17 ' 19 ' 23 



^й)= 



:26-(-3 (даже безъ ^§)=29; 



8..=31 

8,.=31 
8..=31 



8.=37 
8„=43 . 



Не продолжая дал-Ье, скажемъ, что безъ всякого затрудненхя 
нашли бы, что, наприм'Ёръ, 



8™=283 ; 8„, 733. 



• -3^ 



Этимъ пока и окончииъ наше сообщенхс о завон'Ь прираще- 
Н1Й простыхъ чиселъ. Друпе способы получен1я иростыхъ чиседъ, « 
также вновь выведенные на основан1и другихъ соображенШ, со- 
ставить предиетъ особой статьи. 



Марта 27 1893 г. 






' .4 

% 



\ -Г 



^а(^с- 



||]\||»ЕНМ11111 гтшы чшъ 



1ш?тшп рядовъ. 



Е- С Давыловь 



1А11!1Е111)1111}| Г171111Ы ЧНСЕД 



для 0ВРА30ВАИ1Я 



НАТУРАЛЬНЫХ!? РЯДОВЪ, 



Задача. Какое наимовьшее число 
гирь и как1я именно гири, съ об- 
щимъ наимеяьпгимъ в'Ьсомъ, до- 
статочно нм-Ёть для взв11шивав1я 
всвхъ грузовъ отъ 1 фун., напри- 
мЪръ, ди 40 фун. и проч., безъ 
частей фунта? 



Е. С Давыдовъ. 



/^р'У^~'9^^ 



С-ПЕТЕРБУРГЪ. 

Т11ло-литогриф1я В. В. Комароил, 'Лввсш.й.^ \'№1. 

«ПОЗ. 




I. Введе111е 

П. Нахожден1о всЪхъ чнселъ. образующихся нзъ давпаго 
количества какихъ угодно чнселъ 

III. Нахожден1е папменьишхъ гругшъ чнселъ, образующнлъ 
яаибольш1е натуральные ряды 

1\'. Нахожден1о наименьшнхъ групнъ чнселъ, образующнхъ 
меньш1е натуральные ряды 

V. Р-Ьше!11е аадачн о взв-Ьшнван11[ 



Найменьш1я группы чиселъ для образовашя 
натуральныхъ рядовъ. 



Введете. 

§ I. Задача. Кате наименьшее число гирь и как%л именно 
гири, съ общимъ наименьшими вгьсомъ, достаточно имп>П1Ь для 
езвгъшиватя ваьха грузовъ отъ 1 фунта до 40 фунтовъ 
включительно, не считая частей фунта? При этомъ каж- 
дый грузъ должно взвшаивать сразу, а не по частямъ. 

Дримпчанк. Для грузовъ, в-Ьсомъ меньше фупта, 
слЬдуетъ имЪть особо составной фунтъ. 

Рйшеше вопроса очевидно сводится на нахождетпе наи- 
меньшаго количества такихъ чиселъ, цЪлыхъ или дроб- 
ныхъ пока неизвестно,— чтобы, произведя надъ ними всЪ 
возможныя или только н'Ькоторыя сложен1я и вычитан1я, а 
также, при надобности и возможности, беря самыя числа 
отдельно, если онЪ будутъ ц^лыя, можно было бы въ ре- 
зультате получить всё члены натуральнаго ряда: 



1, 2, 3, 4. 5 . 



. 39, 40. 



(!) 



При этомъ сумма искоиыхъ чиселъ должна быть най- 
иеньшая изъ возможныхъ. 

Всяк1Я числа, изъ которыхъ такимъ способомъ вообще 
получается натуральный рядъ, будемъ называть образу- 
ющими числами. Образующая числа въ совокупности соста- 
вятъ образуюгцую группу натуральнаго ряда. 1'руппу съ наи- 
меяьшимъ числомъ образующихъ чиеелъ, т!дой^а5скъ -ъ^л 



г томъ сумму наименьшую изъ возможныхъ, назовеыъ наимень- 
шею Щтзующсю цууппою натцралъиаго ряда. 

Очевидно, сумма вс11хъ образуюшнхъ чиселъ въ наимень- 
шей группЪ не можегь быть меньше послЬдняго, наиболь- 
шаго, члена ряда. 

§ 2. Къ сказанному приведемъ прнмЪръ. 

Возьмемъ четыре числа: 2, 3, 7 и 21. 

Помощью этнхт, чиселъ то.1ько что изложеннымъ спосо- 
бомъ получаются члены натуральнаго ряда отъ 1 до 31 вклю- 
чительно такъ: 



1=3-2 

2=2 

8=3 

4=7—3 

5 = 7- 2 

6=7— (3-2)= 



7-ь2-3 
7+3-2 



8=7+(3-2) = 

9=7+2 
10=7+3 
11 = 21-(7+3) 
12=21— (7+2) 

13=21 -(7+3— 2)=21+2 -(7+3) 
11=21-7 

15 = 21 - (7-3+2)=21+3— (7+2) 
16=21 -(7-2) =21+2-7 
17=21-(7-3) =21+3-7 
18=21-3 
19=21-2 

20=21-(3-2) =21+2-3 
21=21 

22=21+(3-2)=21+3-2 
23=21+2 
24=21+3 

25=21+(7-3)=21+7-3 
26=21+3+2 

27=21+(7-3+2)=21+7+2-3 
28=21+7 

29=21+(7+3-2)=21+7+3-2 
30=21+7+2 
31=21+7+3 



Числа 32 посредствомъ чиселъ: 2. 3, 7 и 21 нельзя 
найти, п, следовательно, числа; 2, 8, 7 и 21 даютъ нату- 
ральный рядъ только отъ 1 до 31 включительно. 

Числа: 1, 3, 9 и 20 образуютъ натуральный рядъ отъ 
1 до 33 вк-иочительно. И т. д. 

По отношешю къ данной задаче (§ 1)эти примеры по- 
ясняютъ следующее. 

Пы*я гири: Бъ 2 фи., 3 фн., 7 фп. и 21 фп., можно 
взвешивать вс^ грузы огь 1 фн. до 31 фн. включительно; 
при гиряхъ: въ 1 фн., 3 фи., 9 фн. п 20 фп. — взвешивать 
.грузы отъ 1 фн. до 33 фн. вк-тючительио. 

Въ первомъ случае каждый изъ грузовъ: 2 фп., 3 фи., 
7 фн. и 21 фн. взвешивается непосредственно только одп1>й 
нзъ имеющихся гирь; грузъ же, напрпм^ръ, въ 20 фп.— 
•тремя гирями: въ 21 фп., 2 фи. и 3 фп., для чего гири въ 
."21 фн. и 2 фи. кладутся на свободную чашку вЬсовъ, а гиря 
лъ 3 фн. на чашку съ грузоиъ. 

Кроме чпселъ: 2, 3, 7 и 21, рядъ: 

1, 2, 3 31 

«ожетъ получиться такъ же изъ чиселъ 4, 5, 7, 22 или изъ 
чиселъ: 1, О, 8, 9, 15 или изъ чиселъ: 3, 4, 8, 7 и 21, 
■II т. д. 

Если бы теперь доказали, что этотъ рядъ можетъ обра- 
"зоваться не менЬе, какъ изъ 4 чиселъ, и что д.1я: пего дру- 
гихъ образугощихъ, даюшихъ сумму паивозможно меньшую 
33-хъ, не существуетъ, то группа чиселъ: 2, 3, 7 и 21 была 
■бы наименьшей образующей группой (§ 1), 4 гири соста- 
вили бы наименьшее число гирь, необходимыхъ при взве- 
.шиванш вс^хъ грузовъ отъ 1 фн. до 31 фн. включительно, 
■безъ частей фунта, и общ1Й вйсъ ихъ въ 33 фп. былъ бы 
лри &томъ тоже наименьшей *). 



1 



•) Дал^Ье увиднмъ, что группа (2, 3, 7, 21) не есть 
дующая группа ряда чиселъ отъ 1 до 31 вкпюяитвпьъс). 



п. 

Вш1КД(к1е ве^хъ чкелъ. образующнся т даннаго иол1<1еет111 
накнъ угодно чхсеяъ. 

§ 8. Р^шимъ общ!"! вопросъ: найдемъ способъ опред^- 
лен1я наименыпнхъ образугощихъ группъ для всякихъ ко— 
нечныхъ натуральпыхъ рядовъ чиселъ- 

Съ этою и'Ьлью составимъ сначала таблицы формул-ь 
псЬхъ чиселъ. каыя только могутъ получиться способомъ, 
указанпымъ въ § 1, изъ 2, 3, 4 и бол'Ье какихъ угодно- 
чиселъ. 

§ 4-. Изъ двухъ какихъ-нибудь чиселъ ж и у, полагая: 
!Г<г/, при сказанномъ услов1и получается всего 4 различ- 
ныхъ числа: 

я:, ?/-{-^, 

1/, У -■^, 

или, скажемъ, дв'Ь группы чиселъ: въ первой групп'Ь нахо- 
дится меньшее образующее число, а во второй— В числаг 
одно число -второе образующее, другое— это образующее, 
увеличенное на число первой группы, и третье— то же об- 
разующее, уменьшенное на число первой группы *). Напв- 
шемъ назпанпыя группы въ следующей таблицЬ по столб- 
цамъ: 

Таб. 1. 



ЗдЪсь, какъ видно, формулы во второмъ столбце распо- 
ложены по возрастагощимъ численнымъ величипамъ ихъ 
сверху внизъ. Подобное расположенге формулъ по ихъ чис- 
леннымъ величипамъ сд'Ьлаемъ и въ каждомъ изъ столб- 



*) Отрицательная разность а-у въданномъ случа-Ь не принимается въ 
ряэсчетъ, такъ какъ для вопроса нужны только абсолютныя величины; 
пОеолютная же величина этой разности выражается уже разностью у— л. 
Такое же" зам*чан1е относится и ко всКмъ последующи мъ формудаиъ по- 
дойнаго рода.— Отрицательныя числа могутъ дать въ частныхъ случаахъ- 
""Ькоторыя изъ формулъ, входящихъ въ таблицу. 



цовъ таблицъ, которыя составятся при дальн'ЬЙшемъ пзло- 
жен1и настоящей статьи. При этомъ везд'Ь, равно какъ и 
въ 1-й таблице, будемъ полагать, что х<у—х. 

§ 5. Чтобы получить формулы всЬхъ чиселъ, образую- 
щихся помощью 3 какихъ-нибудь чиселъ: л;, у и г, пола- 
гая х<1/<ж, очевидно, нужно взять ьсЬ формулы чиселъ, 
образующихся помощью чиселъ х и у, и присоединить къ 
нимъ въ впдЪ отд^льныхъ формулъ: а) самое число 2,6) раз- 
ности между 2 и каждой изъ формулъ чиселъ, образующихся 
изъ 35 ж у, ив) суммы отъ сложен1Я ^ съ ка^кдой изъ гЬхъ 
же формулъ. 

Такимъ образомъ, для образован1Я формулъ чиселъ, со- 
■отвЪтствующихъ образующимт>: ж, ^ и г, надо представит1 
себ4 вместо трехъ образующихъ какъ бы всего два обра- 
зующихъ числа: одно — большее, г, а другое— соединенхечи- 
■селъ X ]л у, или, вместо х и у, — группу формулъ, обра- 
зующихся помощью этихъ чиселъ {х и у), и зат'Ьмъ напи- 
сать требуемыя формулы по табл. 1-0.- При такомъ по- 
}>ядк'Ь получения формулъ составится следующая таблица: 

Таб. 2. 



у-х 

у 

у + х 


г- (у- ж) 
г — X 




г 




г + х 

г + 0/--ж) 

г + У 

2 + (у + ^) 



§ с. Газсуждая при составленш формулъ всйхъ чиселъ, 
образующихся изъ 4 какихъ-нибудь чиселъ; х, у, ж 1а V, 
при чемъ х<у <г <г1, подобно тому, какъ и при 3 обра- 
зующихъ числахъ, получииъ следующую таблицу формулъ: 




V~{^'\-у-\-x) 

ю~{ж-^у~х) 



а-^х (I— (г — а;) 

г + (у- ж) » — (г — !/ + ^-) 
г + У 1»— (2-у) 

г + (у + ж)[ « — (г ■ у -х) 

» — (» + ■«) 

в — у 

» -(у -а;) 

^ — х 



^ 



\V'\'X 
1> + У 

р + (!/ + х) 
!» + («- У -^) 
[г + Сг -у) 
|г) + (г-у + г') 
I о + (г - а:) 

.■ + (г + «) 
» + (2+У — ^) 
К2 + у) 

§ 7. Таблица формулъ, вс^хъ чиселъ, образующихся по- 
мощью пяти чпселъ: ж, у, г, » и #, полагая :с <// <г <г' <^^ 
будетъ токай: 

Таб. 4. 



< — (»-(-г+у-)-а^> 
<-(» + г + у) 

( - (» + г + у — г) 

* (с + г) 

< — Г« + 2 — а:) 

< — (0 + 2 — 1/ + Ж> 
<_.((, 4-2 — у) 

;-(»+2— у— ж) 

*— (» + У + ^) 

(!-(»-+ у) 

* — (в + У — ^1 



у-ж 


2- (У + Ж) 


"-(2+^ + ^:) 


у 


2 -у 


-«-(2+у) 


у + а; 


г-(у-^) 


» — (з+у-ж) 




2 — д; 


»— (2+ж) 




2 


() - 2 




2+Ж 


» — (г -а;) 




г + (у-а:) 


»-(2-у + а:) 




г + у 


»-(2— У) 




2 + (У + *') 


"-(2— У — ж) 
г.-(у + л:) 

11 — у 

» — (у-г) 

1< — М 
V 



- 7 - 








V-^-x 


^~{V~x^ 






ъ+{у- х) 


* - (" -у + х) 






1 + У 


1-(ь-у) 






ь + {у + х) 


(-(е—у-х) 






Р+{^~У -х) 


(—(V -г+у + х) 






,> + ('~У) 


(-(е-г+у) 




т + {г—у + х) 


(-(^е-а + у-х) 




!) + (2-Ж) 


{ — (г — и + х) 




о + г 


^ — (V-г) 




о + (г + х) 


<_(г1-г — :с) 




ч + {г+У — х) 


^-(V-г — !/ + x) 




« + (г+у) 


1 -{V~г-у) 




оЧ г 'гу + х 






<-(« + </) 




<-(г+у-ж) 




^-(^ + ^) 




<-г 




«-(г-ж) 




1-(^-у + х) 




*-{г — у) 




|(-(г-у-ж> 




<-(г/+ж) 




#_г, 




{-(у-х) 




{-X 

( 

* + х 






1 + (у-х) 




*+У 




^ + (У + x) 




< + (г-у — ж) 




*+{^-у) 




{ + (г-у + х) 




< + (г-ж) 




|( + г 




< + (з + ж) 




< + (г + у-ж) 




^ + (г+у) 




1 + {^ + Ч + х) 




1 + {с-х~у-х) 




( + {»-^-г1) 






1 


' + («■ г — !( + х\ 



I 




' + (» — г 
' + ("-2) 
/ + ((. -г- 
^ + (V—г+;/- 

^ + (V-x) 

*+(» + !/ — а;) 

* + (г'+У + ^) 

{ + (г + 2-у — х) 

< + (г- + з-у) 

< + (» + 2— ^ + ;с) 
^ + (г' + 2 — д:) 

# + (Я-г) 

< + (» + г + !/ — а:) 
/+(Я-2+у) 



Подобно этимъ таблицамъ составятся таблицы формул. 
вс1Ьхъ чнселъ, образующихся изъ 6, 7 и бол-Ье образуюшихъ 
чиселъ. 

§ 8. Такимъ образомъ, каждый столбецъ формулъ каж- 
дой изъ предыдущихъ таблицъ (§§ 4, 5, 6 и 7) составляется 
по одному и тому закону: формулы каждаго столбца состав- 
ляють: 1) новое образующее число непосредственно, 2) раз- 
ности между новымъ образующимъ числомъ и каждой изъ 
формулъ (числомъ) всЬхъ предыдущихъ столбцовъ и 3) суммы, 
получаемыя отъ сложения новаго образующаго съ каждой 
изъ тЬхъ же формулъ. 

§ У. Въ таблицахъ: 1-ой, 2-й, 3-й, 4-й (§§4, 5, 

6 и 7) ни одна изъ возможныхъ формулъ образующихся 
чиселъ не пропущена. Действительно, представивъ себ^ ка- 
кую-нибудь подобную формулу, расположимъ члены ея по 
убывающей ихъ абсолютной величин1Ь сл^ва направо; за- 
т&мъ, если членовъ въ формуле больше двухъ, то заклю- 
■чимъ ихъ вс^Ьхъ, кромЪ перваго (большаго) въ скобки съ 



знакомь плюсъ или ыннусъ- Такимъ преобразовашемъ им, 
очевидно, приведенъ формулу къ виду одной изъ формулъ, 
нм15ющихся въ таблицахъ. Если у члена съ наибольшей 
абсолютной величиной будетъ знакъ минусъ, то прежде упо- 
мянутыхъ сейчасъ преобразовая1Й, у всЬхъ членовъ фор- 
мулы сл^.дуетъ Бьщести знакъ минусъ за скобки. Для при- 
' м'Ьра возьмемъ сл4ду1ощ1я формулы при 4 образующихъ 
числахъ: 

1)Х'^г — у, 2)х -г-\-!/, В)у — V — x-{~г. 

Преобразовывая пхъ, получнмъ: 

1) д:+ г — у=г — »/ + .т=г — (?/— д:) 

Формула эта находится въ 3 столбцЬ табл. 3-еЙ (§ 6). 

2) X— V -\~ 1/= — [- x^V- 2/]^ - [V - у—а■]=-[V-(|/ -{-X,] 

Формула эта съ обратнынт. зпакомъ находится въ 4 

■столбц'Ь той же табл. 

— (^Н-^-^)] 

Эта формула съ обратнымъ знакомъ находится въ 4-мъ 
столб, той же таблицы. 

§ 10. Каждая изъ таблицъ въ §§ 4, 5, С и 7 при под- 
становке въ формулы ея какихъ-нибудь численныхъ значе- 
т& образующихъ не всегда дастъ столько различныхъ обра- 
зующихся чиоелъ, сколько въ таблиц'Ь находится формулъ, 
потому что при этомъ численный величины Н'бкоторыхъ фор- 
мулъ окажутся одинаковыми. Изм-Ьняя же группу образу- 
ющихъ чиселъ и подставляя новыя числа въ формулы той же 
таблицы, получимъ, вообще, и новыя образующ1яоя числа, 
и въ другоыъ количесть'Ь ихъ. Такъ, взявъ группу изъ 4 об- 
разующихъ чиселъ: 4, 5, 7 и 22, по формуламъ таблицы 3-ей, 

въ § 6, получимъ числа; 1, 2, 3, 4, о 30, 31, 

33, 34, и ЗЬ — всего 34 различныхъ образующихся числа; 
если же за образующ1я числа примемъ: 5, 6, 9 и 27, то об- 

разуюпцяся числа будутъ: 1, 2, 3, 4, 5 32, 33, 35, 

й6, 37, ЗВ 41 и 42— всего 40 различныхъ образуюпшхся 
чиселъ. Въ посл'Ьднеыъ случае число образующихся чиселъ 
равно числу формулъ таблицы и, следовательно {§ 9), есть 
наибольшее, какое только можегь получиться при различних-ъ 
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1 
а— г 


а + х 


V- (г-х) 


"+(!/- «) 


е — (г—</ + х) < 


г+.!/ 


»— (2-у) 


г + {!/ + а;) 


» — (г - !/ -х) 




»-(!/ + х) 




'-У 




1 -(У-Х) 




V—X 
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V-\-X 




' + {У -':) 




ч + У 




» + (,? + ■«) 




11 + (г-у ~х) 




г + (г-у) 




ь + {11-у + х) 




V + (!I-X) 




+ 2- 




.• + (г-|-а:) 




г'+(г^ + у — ^) 




г + Ы+у) 




е+г+х+х 



§ 7. Таблица формулъ, вс^хъ чиселъ, образующихся по- 
мощью пяти чиселъ; х, у, г, V и ^, полагая х <у <з <е <Л, 



будетъ такая; 

<1—х 

У 

у + х 



Таб. 4. 
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(у+^) 
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-(^4-У + ^) 
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-(г+^) 





- г 
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-(2-^) 


V - 


-(з-у + х) 


V - 


-(^-у) ^ 
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V- 


-(у-х) 
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;-(» + « + !/) 
I - ^!) + а+;/ — ж) 
^-(V + ?^ + x) 

* (с+г) 

^ — (» + г — ж) 

* — (» + 2 — 1/+а:> 
г-(» + 2 — !/) 
^-(^)-\■%—у—x\ 
1 — (ч-\-у + х) 
*-(г.+ У) 

* — {11+у-х) 

^—(V+x) 
^-V 
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^^в 




ь + {у- х) 


< - (о -у + ^г) 


^^Н 




Ч + У 
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^^К 




у + {у + х) 


(-{ь-у-х) 


^н 




!>+{^-У -«) 


{—{V -г + у + х} 


^^н 


»+{г— у) 


*~('-г+у) 


^^л 


г, + 1г—у + х) 


{ -(ь — г+у — х) 


^^н 


V + (г:-x) 


1-{с~ж + х} 


^^^у 


Я-г 


*—(!) — г) 
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«> + (г + ж) 


^-{V-г~x) 
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»' + (2^ + у-ж) 


^-(^-^-у + x) 


^^^^^Н ' 


» + (г + у) 
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^^в 
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^^в 


* + (У + ж) 


^^в 


* + С^-у — а:) 


^^в 


Л-{г-</) 


^^в 


< + (г-у + я:) 


^^^ 


^ + (^-x) 


^^в 
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^^н 


{ + {г + х) 


^^^к 
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1 

РЬшая полученныя системы ураспепШ по способу под- 1 
становкй, паходимъ: ' 


Въ (I) 


Въ (Пкнстем-Ь. 


Въ [Ш) систем. 


Пъ (IV) систем. 


Въ(0 систем. 


а-=1 х=1 х=г ж=1 а:=1 

7/=3 у=3 ?/=3 у=3 

2=9 3=9 2=9 

г=21 »=27 

^=81 

Натуральные ряды чиселъ, которые въ данномъ слу- 
чае представить формулы столбцовъ, будугь сл^Ьдуюшхе: ' 



;въ первомъ столбце — одно число. ... I (] 

лъ перв. двухъ столб:— нат. рядъ чис.:1, 2,3,4, (2 

, » трехъ . — . » » 1,2Д4,5,СДД9,10,11,12,13| (3 

„ » четырехъ » — . « » 1,2,3,4.5 39,40; Й 

, * пяти » - > » . 1,2,3,4,5 120,121;(а 

Если бы взяли таблицу формулъ, получаемыхъ изъ боль- 1 
шаго числа образующихъ, то, разсуждая и поступая во всемъ 
подобно предыдущему, п называя шестое, седьмое п т. д. 
образу10щ1я числа буквами: ^1, (■^, /^ и проч., получили бы: 

1) Разности въ группахт. столбцовъ были бы: 



I к 



Вь первыхъ 6 столбцахъ: 


Въ первыхъ 7 столбцакъ: 


X 


х: 


у-1х 


у-%Х 


%-1(у+х) 


2-2(у+г-) 


»-2(г+<,+а)) 


V- 2(г+9+ж) 


^-Ч{V+2+^^+x) 


*-Ч{1>+г+у+х) 


<._2 (#+в+х+у+а;) 


Ь-Щ^ъ+а+ц+х) 




6-2(#.+<+»+<;+<,4- 


2) 0бразующ1я числа оказались бы сиотв^тст 


х= 1 


х= 1 


У= 3 


*,= 3 


г= 9 


?= 9 


»- 27 


»= 27 


<= 81 


*= 81 


<1=243 


Л = 243 


' 


(^=724 



3) Формулы таблпцы представили бы сл^дуюиие нату- 
ральные ряды: 

Въпервыхъбстолбцахъ— 1,2.3,4,5,6, . . . 363,364 (6) 

. 7 ^ 1.2Д4,5,С, 1092,1093. (7> 

»> . 8 » 1,2,3,4,5,0, 3279,3280. (8) 
» 9 ^ 1,2,3,4,5,6, 9840,9841. (9) 
И т. д. 
§ 14. Число членовъ въ каждоиъ изъ патуральныхъ ря- 
довъ; (1^, (2), (В) ., приведен н ы хъ въ § 13, равно наи- 
большему числу различныхъ чиселъ, какое можегь полу- 
читься изъ соотв^Ьтствующей группы образующихъ чиселъ 
(§§ 13 и 12). 

Количество образующихъ чиселъ такой группы для об- 
разовап1я наиб, натур, ряда будетъ наименьпше (§ 10). 

§ 15. Всл'Ьдств1е этого натуральные ряды; (1), (2), (3), 
(4) ...... въ § 13, будемъ называть наибольшими нату~ 

ралшыми рядами въ отлич1е отъ рядовъ, которые ыогутъ по- 
лучиться при томъ же числ-Ь образующихъ чиселъ, какъ и 
напбольш1е, но съ меньшинъ числомъ членовъ." Такъ, на- 
прим^ръ, изъ чиселъ: 2, 3, 7 п 21 образуется только мень- 
п]1а, пли малый натур, рядъ 1, 2, 3, 4 ... . 30, 31, (§ 2); 

пзъ чиселъ: I, 3, 9 и 20 образуется такой же рядъ: 1, 2, 
3, 4 ... . 32, 33; наибольш|й же натур, рядъ изъ 4 чи- 
селъ будетъ о 40 членахъ (§§ 13 и 14). Къ назван1ямъ: 
«наибольшей» и «менышй» натур, ряды сл-Ьдуетъ прибав- 
лять: «изъ столькихъ-то образующихъ чиселъ», подразуме- 
вая при этомъ наименьшее количество ихъ. 

§ 16. Изъ §13 видно, что полученные въ немъ наиболь- 
шее натур, ряды образуются изъ сл^дующихъ чиселъ: 
рядъ (1) — изъ числа 1 
• (2) — э чиселъ: 1 и 3 

I» (3)- . « 1, 3 и 9 
» (4)- » . 1, 3, 9 и 27 
» {5)_ . » 1, 3, 9, 27 и 81 
ъ (6)- -> « 1, 3, 9, 27, 81, 243 
. (7)- . « 1, 3, 9, 27, 81, 243 729 
» (8) - ^ » 1, 3, 9, 27, 81, 243 729 2187 
И т. д. 
Эти же образующ1я числа составляютъ последовательные 
члены геометрической прогресс1и: 

^1,з,з^8^з^з^ , 

^начиная съ перваго ея члена. 



Можно доказать вообще, что для всякаго наибольшаго 

натур, ряда, получаемаго по общей таблице формулъ (§ 7), 
при наименьщенъ количестве образующихъ его чиселъ (§ 14), 
послЬдшя будутъ такого зке свойства, то-есть равны пер- 
выыъ послЬдовательнымъ членамъ упомянутой геометриче- 
ской прогресс1и. 

Прежде ч-Ьмъ доказывать это непосредственно, сдЪлаемъ 
лебольш1я пояснен1я. 

Представимъ себ'Ь таблицу Н, подобную таблиц'Ь въ § 7, 
составленную при неограниченно большомъ числ'Ь образую- 
шихъ чиселъ *). 

По закону составлешя формулъ въ столбцахъ таблицы 
(§ 8) сл^Ьдуетъ, что последняя формула въ каждой группе 
первыхъ послЪдовательныхъ столбцовъ всегда представляет! 
сумму Бс^хъ образующихъ чиселъ группы, а первая фор- 
мула въ столбц'Ь, непосредственно сл^дующемъ за этой груп- 
пой столбцовъ, — новое образующее число безъ суммы пре- 
дыдущихъ образующихъ чиселъ. 

Изъ § .13 видно, что къ формуламъ разностей въ каж- 
дой последующей группе д первыхъ последовательныхъ 
столбцовъ прибавляется по одному уравнен1ю, выражающему 
разность мел!ду последнимъ образующимъ числомъ для этой 
группы столбцовъ 1} и удвоенной суммой образующихъ чи- 
селъ предыдущей группы. Эта разность ((/) получается огъ 
■вычитан1я последней формулы предыдущей группы столб- 
цовъ {формулы, выражающей, какъ сейчасъ было сказано, 
сумму всЬхъ образующихъ для группы) изъ первой формулы 
непосредственно стЬдующаго столбца за этой группой (фор- 
мулы, выражающей разность между новынъ образующимъ 
числомъ и суммою предыдушихъ образующихъ). Очевидно. 
поэтому, что такая разность (й) сохранить свой смыслъ, то- 
есть будетъ представлять разность между новымъ образую- • 
щимъ и удвоенной суммой всЬхъ предыдущихъ образующихъ, 
при какомъ угодно числе первыхъ последовательны хъ группъ 
столбцовъ таблицы Б. 

Остальныя разности формулъ последняго столбца группы 
9', какъ следуетъ заключить изъ закона составленхя фор- 
нулъ (§ В) и какъ, въ пояспен1е, это видно въ § 13, оди- 



*) Формулы этой таблицы расположены отъ начала оя въ порядк* 
-чиселъ натур, ряда: каждая формула при иавЪстномъ посл'Ьдующемъ предг 
аоложен1п о рааностяхъ выразить то число натур, ряда, которое теперь 
яа нее приходится.— Поряцокъ этотъ тотъ же, что и въ табянцахъ §§ ^ ^ 
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каковы съ формулами разностей для группы иервыхъ столб- 
"цовъ, находящейся передъ этимъ столбцомъ. 

Изъ § 1^ ц начала настоящаго, 1()-го, параграфа видно, 
что при двухъ образующихъ числахъ, 1 и о, нанбольшаго 
натур, ряда показатель у образующаго числа 8 есть еди- 
ница; при трехъ образующихъ: 1, 3 и 3' наибольт1й пока- 
затель у образующаго числа 3 есть два, при четырехъ об- 
разующихъ: 1, 3, 3' и 3^ таковой показатель равеиъ 3, п 
т. д. Вообще при 71 образующихъ числахъ нанбольшап» 
натур, ряда показатель у 3 равенъ « — 1. При этомъ но- 
ыеръ наиб, натур, ряда равенъ числу чиселъ, образующихъ 
натур, рядъ. 

Теперь обратимся къ доказательству. Допустимъ, что для 
первыхъ п наибольшихъ натур, рядовъ закопъ составленхя 
образующихъ чиселъ справедлп въ, то есть образующими 
служатъ члены вышеупомянутой геометрической прогресс1И. 
Въ такомъ случа'Ъ докажемъ, что онъ справедливъ п для 
(п {- 1 )-го наибольщаги натур, ряда. 

Итакъ, пусть для п-го наиб, натур, ряда образуюиЦя 
числа есть: 

I, 3, 3^, 3» . . . . 3"-^; 
докажемъ, что для («-|-1)-гп наиб, натур, ряда образующ1я 
числа будутъ: 

1, 3, 3^ Зэ 3"-'3". 

Всл*дств1е такого допущен1я и на основан1и изложен- 
наго въ настоящемъ параграф'Ь о разности фориулъ таблицы 
Н, для первыхъ п столбцовъ этой таблицы, изъ которыхъ 
получается наиб, натуральный рядъ при и образующихъ 
числахъ, справедливы сл^дующ1я п ур 



а-=1 


а;=1 


>/-2х=1 


»/=2г+1 


г-2(уН1-)=1 


г=2(у+ж)+1 


ь-2(г+у+х) = 1 


11=2(г+У+а^)+1 


<-2(Я-г+у+г)=1 


1=2[ь+г+у+х)+1 


{>-2{(+г+г+у + 


{1=2((+у+г+!/+ 


+х) = 1 


или, перенося +а:)+1 




члены,— урав- . ; (а) 




11ен1я: ; ; 


/-^2(#+. . .+/+/'+ 


? = 2(<+. . .+!'+!'+ 


+2+!/+г)=1 


+гЦ-!/+а:)+1 


^ -2«+1'+. . .+/+ 


/=2(*+1 . .+(+"+ 


' +;+.+у+':)=1 


'Х-г^-'^^-^У^^ 
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1 


Обозначивъ искомое число въ образующей группЬ слЪ- ^ 


дугощаго, («+1)-го наиб, натур, ряда 


буквою н, для опре- ' 1 


д4лрн1я и+1 образующихъ чиселъ точно такъ же будеяъ. | 


им11ть н+1 уравнение: 




х=1 


) 


х=\ 


</-2^;=1 




у='2х+\ 


г-2{у+х}=1 




г=21у+.г)+1 


г-2(з+3/+х)=1 




ь=2{г+у+х)+1 


* ■ 2(V+г-^-у+x)=1 




<=2(в+г+9+а;)+ 


и-2{{+1-+г+у + 




+1 


+х)=1 


ИЛИ, перенося 


и=2{{+1-+ж+у+ 




члены,- урав- 


+х)+1 (6] 


' 


нешя: 


1 


^-2{^+....+^+ 






V+г+у+x)=^ 




!(=2(>+. . .+{+!>+ 


к..-2(Ш+..+{+ 




+г+у+х)+\ 


+„-|-^+^+^) = 1 




^=2{^+^+...+^+V 


«-2(<+<+ . . +1+ 




+7+у+х)+1 


+1)+г+у+х}=1 




и=2(^+^+..+^+^' 1 






+г+у+х)+\ 


Въ об^Ьихъ сист 


змахъ уравпенШ 


(а) и (б) одинаковый 


к буквы пм^ютъ одно 


и то же численное значеп1в. 


Выражая, помощ 


ью последовательной подстановки, вто- 


рыя части во всЬ.чъ 


уравпешяхъ системы (б) въ х, и пола- 


гая загЬмъ везд^ х 

г,=з 

г = 3' 
» = 3' 
<=3' 


равнымъ единнд'Ё 


получимъ: 


<=,з--' 

и-2 (3 + 


3+. . , .+3' 


+ 3 + 3 + 3 + 3 + + 


+ 1 = 


2(1 + 3 + 3 + 8 + 

+ 3"") + 1. 


В'+8'(- . . . +3 + 


В 




^^^^^в 



I ■■^-г*— = 

Сумма, заключенная здйсь въ скобкахъ, есть сумма чле- 
Еовъ возрастающей геометрической прогресс1н 

^:- 1,3,3\3*, .... 373"^; 

она, какъ известно, равняется ■ ^ д^^— = —^ 
Поэтому 

м = 2. ^-+1 = З"- 

Итакъ, для («+1)-го наиб, натура.1. ряда образую1Д1Я 
числа будутъ: 

1, 3, З'.З' . . . .З^г' З" 

ТаЕимъ образомъ образующгя числа всякого наибольшаю 
натур, ряда при нтшшыиемъ ихъ количеств», составлдютъ 
первые послгьдователъные члены геометрической прогресст 

-:~ 1, 3, 3^ 3', 3*, 3^ 

§ 17. Табличка, помещенная въ § 12, даетъ возможность 
находить последнее, наибольшее, изъ чиселъ, образующихъ 
наибодыи1Й натур, рядъ. Делается это на сл^дующемъ осно- 
ваши н слЬдующимъ образомъ. 

Изъ закона составлешя форыулъ образующихся чиселъ 

(§ 8) видно, что въ число образующихся ВХОДЯТЪ ОТД'ЬЛЬН!) 

и саыыя образующ1я числа по-разу. (См., напр., таб. 4, въ 

§ 7). При этомъ каждому такому отдельно стоящему числу 
8. ВЪ таблице *} предшествуетъ формулъ отъ начала таб- 
лицы вдвое больше, ч-Ьмъ ихъ получается изъ всЬхъ обра- 
зующихся чиселъ, кролъ 5. Такъ, въ таблиц'Ь 3-й (§ 6), 
составленной изъ чиселъ: х,у,гау, передъ г?, стоящимъ въ 
четвертомъ столбце таблицы, находится формулъ вдвое 
больше, ч^мъ ихъ образуется изъ чиселъ: зс, у -а ж, то- 
есть вдвое больше числа всЬхъ форыулъ въ первыхъ трехъ 
столб цахъ. 

Относя излол;енное зд-Ьсь къ наибольшимъ натуральнымъ 
рядамъ, сл^дуетъ сказать, что члену ряда, равнолу наиболь- 
шему образующему числу, предшествуетъ члеиовъ ряда 
вдвое больше, ч4мъ ихъ находится въ предыдущемъ наиб. 
ряду, полученномъ изъ всЬхъ образующихъ, кром'Ь наиболь- 



*) Расположеше формулъ въ таблиц'Ь такое же, како<! указано въ вы- 
, аоск-Ь къ § 16, 



шаго. Зам^тивъ къ этому еще, что число единицъ въ каж- 
домъ член4 ряда равно номеру члена огь начала ряда, за- 
ключаемъ: удвоивъ число епьхъ членовъ какого-нибудь наиб, 
натур, ряда и прибавивъ «а щюпзведепт единицу, найдемъ 
наибольшее изъ образующихг чиселъ слгьдушгцаго шшбольгиаго 
натур, ряда. 

Такъ, удвоивъ 13, число членовъ наиб, натур, ряда (§ 12) 
при трехъ образующихъ числахъ, и прибавивъ къ произ- 
ведешю единицу, получимъ 2?— наибольшее изъ чиселъ: 
1, 3, и и 27, образующихъ наибольшШ натур, рядъ о 40 
членахъ. 

Образующая числа по той же табличке можно находить 
еще иначе. — Во всякомъ наиб, натур, ряду посл-Ь члена, 
равнаго последнему наибольшему образующему числу, на- 
ходится сто.1ько членовъ ряда, сколько ихъ всего въ нре- 
дыдущемъ наиб, натур, ряду (§§ 'Г и 8/ А потому, если 
изъ числа чмновъ какого-либо наибольшаго натур, ряда вы- 
честь число членовъ нредыдущаго наиб, натур, ряда, то най- 
демъ послгьднсс, больгше, нзъ образующихг чиселъ первого наиб., 
натур, ряда 

Такимъ образомъ, въ § 12, вычитая 1 изъ 4, получимъ 
3— наибольшее число изъ двухъ, образующихъ наиб, натур. 
рядъ о 4 членахъ; вычитая 4 изъ 18, получимъ 9 — наи- 
большее изъ трехъ чиселъ, образующихъ наибольш1й натур, 
рядъ о 13 членахъ. И т. д. 

§ 18. Такь какъ въ опред^ленныхъ систеыахъ уравненШ: 
(I), (II), (III) . . . , въ § 13, всЪ уравнешя первой степени, 
то каждая система им^егь только одно решенье, полученное 
въ § 13. Поэтому, кромЪ образующихъ группъ чиселъ (§ 16): 

1, для наиб, натур, ряда (1), 

1 и 3,. . « » (2), 

1, 3 и 9, « ^ ъ (3), 

1, 3, 9 и 27 » . (4), 

1, 3, 9, 27 и 81 . » (5), 

1, 3, 9, 27, 81 ц 243 > (6), 

И т. д. 

длл этихъ наибольших^ натур, рядоеъ другихъ группъ съ та* 
кимь же полишствомь образующихъ чиселъ не сущетпвуетъ. 

Нтьтъ также группъ чиселъ, образуюгциосъ наиболыагЛ 
натур, ряды, которыя содержали бы мепыие образующихъ 
чиселъ, ч?ь.чъ намденныя группы (§ \%у 



0бразующ1я числа въ найденныхъ группахъ, будучи 
равны первымъ посл'Ьл.овательнымъ членамъ геомет. про- 
гресс1и (-Н-1, 3, 3", 3", 3* . . , . ) (§ 16), им^ютъ еще сле- 
дующее свойство: сумма этихз чисель въ каждой групшь 
равна последнему, наибольшему, члену иаибольша^о натур, 
ряда, образу юн!,агося изъ группы. 

Это свойство видно прп составлети напб. натуральпыхъ 
рядовъ по таблице (§ 13): въ каждой изъ группъ первых-! 
послЬдовательныхъ столбцовъ таблицы посл'Ьдняя формула, 
выражая сумму чиселъ, образующихъ формулы этой группы, 
ттредставляетъ и послЪдп1Ё чдеиъ получаемаго изъ группы 
паибольшаго натур, ряда. 

§ 19. Каждая изъ найденныхъ группъ, образующихъ 
наиб, натур, ряды (§ 16), заключая въ себЬ наименьшее 
число образующихъ чиселъ (§ 18), сумма которыхъ при 
этомъ равна лосл'Ьднему члену ряда (§ 18), будегъ наимень- 
шая образующая группа этого ряда (§ 1). 

Можно еще иначе сказать: каждая найденная группа 
(§ 16) есть наименьшая потому, что она единственная об- 
разующая группа напбольшаго натур, ряда съ ыаименьшимъ 
■дисломъ образующихъ (§ 18). 
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§ 21. Зависимость между посл1Ьдними членами наиболь- 
шихъ натур, рядовъ, а таюке между последними членами 
и числами, образующими таше ряды, (§ 20). даетъ возмож- 
ность р1Ьшить слёдующШ вопросъ: Узнать ^езъ помощи таб- 
лицы А, будетъ ли данный иат/^ральный ряда наибольшШ 
пли нтт. 

На основати первой зависимости для этого поступаемъ 
такъ. Изъ посл'Ьдняго члена даннаго натурал. ряда вычи- 
таемъ единицу и разность д-Ьлимъ на 3. Если д-Ьлен1е со- 
вершится безъ остатка, то. вычитая изъ частнаго единицу, 
полученную разность д^лимъ на Й. Въ случа-Б дЬлен1я безъ 
остатка, изъ втораго частнаго вычитаемъ единицу; новую 
разность д^лимъ на 3. Н такъ продолжаемъ до т^^ъпоръ, 
когда въ частноиъ получится число, равное последнему 
члену какого-нибудь известнаго намъ, на-наыять, наиболь- 
шаго патур. ряда, или же получится единица, представляю- 
щая собою первый напб. натур, рядъ. Въ этихъ случаяхъ 
данный патур. рядъ будетъ наибольнпй. 

Если же какая-нибудь изъ вышеупомянутыхъ разностеП 
не разделится на 3, то данный пат. рядъ не будетъ наи- 
«ольшШ (§ 20) *). 

По неполному числу д^ленгй предыдущихъ разностей 
на 3, безъ остатка, и не помня при этомъ ни одного нослед- 
няго члена подходящихъ наиб, натур, рядовъ, нельзя вообще 
заключить о тоиъ, что данный натур, рядъ будетъ паиболь- 
шШ.- 

Действительно, возьмемъ, наприи., рядъ: 

1,2,3,4 606,601. (с) 

Поступая по— предыдущему для определенхя, будетъ ли 
■онъ наибольшШ, видймъ, что каждая изъ первыхъ пяти раз- 
ностей делится на 3 безъ остатка, щестая же отъ дёле- 
л1я на 3 даетъ въ остатке единицу (частное 0). — Рядъ бу- 



I 



**) Наприм., ряды; 

1, 2. 3, 4 . . . . 15, 16 

I, 2, 3, 4 21, 23 

1, 2. 3, 4 48, 49 

1, а, 3, 4 75 76 

1, 2, 3, 4 102, 103 
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деть не наибольшШ *). Ограничиться зд^сь при испытанна 
только н'Ьсколькими д^ле1пяд111 нельзя. 

По второй зависимости рЪшаемъ вопросъ сл'Ьдующимъ 
образомъ. Такъ као, числа, образуюция наибольш1Й натур. 
рядъ, составляютъ пер1^ые члены геометр. прогресс1И, въ 
которой первый членъ есть 1, а знаменатель прогресс1н есть 8, 
и такъ какъ сумма образующихъ равна последнему члену с 
натуральнаго ряда, то, называя посл-Ёднее, наибольшее, об- 
разующее число буквою -11, иы'Ьемъ: 



или 1~~2~1 откуда»——^ .... (Л) 



*) Такого рода нат. рядовъ множество. Получить ихъ ^[ожно изъ ве»- 
каго меньшаго нат. ряда. Для этого, написавши одннъ нзъ так нхъ рядовъ 
(наприм., для натур, ряда (с) былъ взять рядъ изъ двухъ члвновъ, 1 и 2), 
нужно написать еще другой рядъ съ пос.тйднимъ членомъ, равнымъ сум%гЬ 
утроекиаго послЪдняго члена перваго ряда н единицы; зат1Ьмъ,— трет1Я 
1гатур. рядъ съ послЪдннмъ членомъ, оаанымъ суммой утроеннаго посл'Ьд- 
няго члена второго ряда и единицы. П т. д.— Такимъ образомъ образуются 
ряды, им'Ьющ1в сказанное сейчасъ свойство. 

При такомъ обрааовашн рядовъ ни одного накбол. натур, ряда не по- 
лучится. Объясн1?н1е этого. Назовемъ послЪдиШ чланъ взятаго меньшагг 
ряда буквою а. ПослЬдними членами сл1иую1Ц11хъ натур, рядовъ будутъ 
по порядку: 

Яп-\-1 
3 СЗп-[-1)+1. пли: 9а + -к 
3 (1)я + 45-|-1, . 27П + 13 (.?) 
3 (27и + 13) 4- 1. „ 81а + 40 
II т. д: 

Положн^гь, что какая-нибудь изъ этихъ сумма ыожетъ оказаться рав- 
Еой поелЪдкому члену одного изъ каиб. нат. рядовъ. Назвавъ наибольшее 
взъ чисепъ, образующнлъ такой рядъ, буквою и, находнмъ, что пос.л-Ьда!» 
членъ наиб, натур, ряда, равный су^мЪ образующихъ: 1, 3, 9, 27, 81 ... . 
*; (§ 20), по формул^Ь суммы члрновъ геом. прогрессш будетъ 



Приравнивая это выражвн1в каждому изъ выраженШ (й) и опред-Ёлял 
е изъ каждаго полученааго уравнев1я, наПдемъ сл'Ьдуюш,1я значен!» 
для V: 

2а + \ 
3 {2а +1) 
9{га+1) (.) 
37 (2в + 1) 
и т. д. 

Но V, какъ одноиаъ чиселъ, образующихъ наиб- нат. рядъ, есть неко- 
торая степень числа 3. Чтобы выражешя (е) представляли степени числа- 
3, нужно въ этихъ выражишяхъ положить а равнымъ одному изъ чйселъ- 

], 4, 13, 40, 121 , то-еоть последнему члену одного изъ наиб. 

нат. рядовъ. Но а представляетъ собою послЪднШ членъ только меньшаг» 
ряда. 

Итакъ, наибольшихъ натур, рядовъ въ данномъ случаЪ не получится. 

•*) Сумма членовъ геометр, прогрессш. 



Если по формул'Ь (Ь), подставляя въ нее вмЬсто / пос- 
л'ЬднШ членъ даннаго натур, ряда, для V получится ц'Ьлое 
число, представляющее притомъ степень числа Ь, то дан- 
ный натуральный рядъ будетъ наибольшШ. 

По второй зависимости, узнавая посредствомъ опред^- 
лен1Я величины наибольшаго образующаго числа, будетъ ли 
данный натур, рядъ чиселъ наибольш1Й или н-Ьтъ, одновре- 
менно, следовательно, для наибольшаго натур, ряда нахо- 
димъ и наименьшую образующую его группу,— Траппа эта бу- 
дегь: (1, 3, 9, 27 V: 9, ь:'в, V). 



IV. 

йахождеше наииеиьшихъ группъ 411селъ. образующиъ невьш1е на» 
турал. ряды. 

§ 22. Въ предыдущихъ параграфахъ были найдены наи- 
меньш1я группы чиселъ, образующихъ наибольш1е натур. 
ряды. Очевидно, что наименьшая группа образующихъ чи- 
селъ для какого-либо наибол. иатуральнаго ряда служить 
образующей группой и для всякаго меньшего натур, ряда, 
въ котороыъ всЬхъ членовъ заключается меньше, чЬмъ въ 
названномъ наибольш. натур, ряду, но больше, ч^мъ въ пер- 
вомъ предшествующеиъ ему наибольшемъ натур, ряду *). Та- 
Еимъ образомъ числа: 1, В, 9 и 27, образуюпцн наиболь- 
шей натур, рядъ 

1,2,3,4, . . .--, . 38, 39, 40, 

суть также п образуюпця каждаго пзъ сл'Ьдующихъ натур. 
рядовъ: 

1,2,3,4, 88,39, 

1,2,3,4, 38, 

3,2,3,4, 37 



1,2,3,4, .... 16 
1,2,3,4, ... 15 
1,2,3,4,. . .14 

*) группа эта для такого меньшего ряда будетъ наименьшей п 
честву образующихъ чиселъ (только). 



§ 23. Но ыеньппе натур, ряды имЬютъ еще свои наи- 
меньшая груцпи образующихъ чиселъ. Займемся нахожде- 
п1емъ такихъ группъ. 

Обратимся къ табл. 3-Й, въ § 6, и положимъ что фор- 
мулы ея попорядку представляютъ числа наибольшаго натур, 
ряда. Въ такомъ случа-Ь х=], у~3, г=9 и г="Л. Оста- 
вляя зд11сь образующ1я числа: х, у 'а г безъ перем'Ьны, 
будемъ изм']^.нять образующее число V. Возьменъ его теперь 
равнымъ 26. При такомъ предложеши въ первый трехъ стол- 
бцахъ таблицъ перемЪнъ не будегь, н формулы попрежиему 
представятъ наибольш1Й натур, рядъ отъ 1 до 13 включи- 
тельно; въ четве|1томъ же столбц-Ь окажется, что первая фор- 
мула, г» - (2+?/+.^), дастъ число 26 — 13=13, то-есть число, 
которое получается отъ последней формулы (г+г/4-.г*) въ 
третьемъ столбц'Ь. Поэтоту формула: V — (2-|-у/-(-а;)— лишняя, 
ее придется выпустить, и принять дал'Ье всЬ сл-бдугопца 
формулы, которыя и дадутъ попорядку ц'Ьлыя числа огь 
14 до 39 включительно. Чнсло 39 определится по посл'Ьд- 
ней формуле, г'+2+у+ж; 

г'+2+у+я-=39 ГО 

Окончательно изъ таблицы 3-й получится натур, рядъ 
■чиселъ: 

1, 2, 3, 4, 5 38, 39; 

образующими его числами будутъ: 1, 3, 9 и 26. 

Сумма образующихъ по (г) равняется посл'Ьднему члену 
натур, ряда. 

Полагая далЪе въ таб. 3-Й, при т^хъ же услов1яхъ от- 
носительно чиселъ: х, г/ и :^, V равнымъ 25, мы должны 
будемъ пропустить формулы: л — ^г-\-^/-\-я;^ и ^— (з^+у), по- 
слЬ чего остальныя формулы въ четвертомъ столбце дадугь 
числа отъ 14 до 38 включительно, и таблица представит^ 
натур, рядъ чиселъ: 

1, 2, 3, 4, б 37, 38, 

:ъ образующими его числами: 1, 3, 9 и 25> прпчемъ 

^!Н-г'+у+л:=38. 

Принимая затЬмъ носл'Ьдовательно V равнымъ: 24, 23, 
22 ... . 3. 2 и 1, получпмъ: 



, 3, 4, 
. 3, 4, 
, 3, 4, 



. .37 

. 36 
.35 



. 16 
.15 

14 



ихъ числа: 



Ь, 9, 24 
3, 9, 23 
8, 9, 22 



Зд^сь, наприм., при г'=2 будугь пропущены въ таблиц^Ь 
всЬ формулы 4-го столбца, начиная съ 1-й п до 25-й вклю- 
чительно; при V=\ — БсЬ формулы съ 1-В и до 26-Ё вклю- 
чительно. 

Въ каждой изъ приведенныхъ зд^сь образующихъ группъ 
«умма образующпхъ чиеелъ равна наибольшему члену на- 
гуральнаго ряда, соотв'Бтствующаго группе. 

Поэтому группы эти, состоящ1я изъ наименьшаго числа 
■образующихъ (§ 10), будутъ памменьшт (§ 1). 

Такимъ образомъ. чтобы по образующимъ числамъ: 1, 3, 
9 и 27 наибольшаго натур, ряда: 1, 2, 3, 4 . . . 39, 40 
ваЙти вышеназванныя наименьш1Я группы образующихъ 
чиеелъ всЬхъ последовательно меньшихъ рядовъ съ 4 обра- 
зующими, нужно наибольшее образующее, 27, постепенно 
уменьшать на единицу, оставляя остальныя образующ1я безъ 
перемЬны. 

Подобно тому какъ изменяли число V въ групп^Ь обра- 
зующихъ чиеелъ; х, у, г я г\ можно изменять и з: въ груп- 
тг^. X, у и г, образующей соответствую щШ наибол. натур, 
рядъ. Въ этомъ случаЪ получимъ: 

Числа въ нагшенъшихь обрй- 



Меи. натур, ряды: 

1, 2, 3, 4 .... 12 
1, 2, 3, 4 .... 11 
1, 2, 3, 4 . . . 10 



1, 2, 3, 4, 5, 6, 
1, 2, 3, 4, 5, 6 
1, 2, 3, 4, 5 



эующихъ ихъ группахъ. 

1, 3, 8 

1, 3, 7 

1, 3, 6 



1, 3, 3 
1, 3, 2 
1, 3, 1 



Точно также, изменяя число у въ группе х н у, обра- 
зующей наибольш1Й натур, рядъ, наЭдемъ: 

Числа въ маишныаихъ обра- 

зующихъ ихъ группахъ. 

1, 2 



Мт. натур, ряды: 

I, 2, 3 
1, 2 



1, 1 



Для меньшпхъ натур, рядовъ съ большиыъ числомъ обра- 
зующихъ чиселъ соответствующая на0меньш1я группы по- 
лучатся такимъ же образомъ, какъ ц для натур, рядовъ съ 
неньшимъ количествомъ образующихъ. 

§ 24. Изъ 23 сл^дуеть правило: Чтобы паити наимень- 
шую образующую группу какою-нибудь меиьгиаю натур, ряда, 
нужно: 1) определить вь ней по та(^лицп> (въ § 12) наимень- 
шее число образующихъ чиселъ *), и 2) принять за числа 
группы ваь числа нашгеньшеи о!)разующсй группы соотвпт- 
сжвующаго наибол. натур, ряда, (то-есть ряда съ тп^1Ъ яс& 
паименшгшъ числомъ образуюгиихъ, какъ и данный), проМ1ь 
послчьдняго ея числа, и еще число, равное разности между, 
посмьднимъ, наиболыиимъ, членомъ даннаго ряда и суммою 
чиселъ, взятыхъ изъ о/}разующей группы наиб, натур, ряда, 

Примгьръ. Найти наименьшую группу чиселъ, образую- 
щихъ натур, рядъ. 

1, 2, 3, 4, 5 ,6 ... . 34, 35. 

РЬшен1е. Изъ § 12, по § 14, узнаемъ, что данный 
натур, рядъ заштючается между двумя наибольшими натур. 
рядами; однимъ съ 13 членами, и другимъ о 40 членахъ. 
Наименьшая образующая группа посл^двяго ыатур. ряда со- 
стоитъ изъ 4 чисе.|1ъ, следовательно, и наименьшая образ- 
группа даннаго натур, ряда тоже изъ 4 чиселъ. Наименьшая 
образ, группа наиб, натур, ряда о 40 членахъ есть- (1, 3, 
9 и 27), а наименьшая образ, группа натуральнаго ряда съ- 
35 членами, по правилу, будетъ (1, 3, 9, 22). 

§ 25. На основаши вышеизложеннаго составляется сле- 
дующая таблица натуральныхъ рядовъ и наименьшихъ 
группъ образующихъ ихъ чисе.1ъ: 



*) Для этого въ таблице нужно найти два числа, оаначающихъ коли- 
чество образующихся чиселъ, выражающихъ въ тоже время н число члв- 
новъ наибольшихъ натур, рядовъ (§ 14^, между которыми заключается 
данный натур, рядъ. Наименьшее числи образующихъ этотъ послЬдшй 
Судетъ такое же, какъ и для наибол. натуральнаго ряда (!^ 10). 



Натур. 2)лди *). 



Паименытя обра- 
зуши^гя группы. , 



1,2,3,4,5 

1,2.3,4,5,6 

1,2,3,4,5,6,7 

1,2.3,4,5,6,7,8 

1,2.3,4,5,8,7,8,9 

1,2,3,4,5,9,7,8,9,10 

1ДЗ,415,6,7 ,8,9, 10,11 

1,2,3,4,5,6,7,8,9,10.11,12 

1,2,3.4.5.6.7,8,9,10.11,12.13 

1,2,3,4,5 13,14 

1,2.3,4,5 14,15 

1,2,3.4,5 15,16 



1.3,2 
1,3,3 
1,3,4 
1.3,5 
1,3,6 
1,3,7 
1,3,8 
1.3.9 
1,3,9.1 



1,2,3,4.5 37,те 

1,2.3,4,5 38,39 

1,2,3,4.5 39.4 

1,2,3,4.5 40,41 

1,3.3,4,5 41,42 

1,2.3,4,5 • 42,43 



1,3,9.25 

1,3,9.26 

1,3.9.27 

1,3.9,27,1 

1,3,9.27,2 

1,3,0,27,3 



1.2,3,4^ 

1,2,3,4,5 ■ 

1ДЗ,4,5 

1,2,3,4,5. . .■ 121,123 

1,2,3,4,5 ■ . . 122,123 



. 118,119 
. . . 119,120 
. . . . 120,121 



],Я,9,27,79 
1,3,9,27,80 



1,3,9,27,81,1 
1,3,9,27,81,2 



§ 26. Изъ предыдущей таблицы (§ 25) видно сл^&дующее: 
I) Если къ наименьшей группе образующихъ чиселъ 
для наибольшаго натур, ряда прибавить отд'бльнымъ обра- 
зующимъ числомъ единицу, то изъ новой группы образуется 
сл'ЬдующШ натур, рядъ, одеимъ членомъ больше предыду- 
шаго 



Такъ, напр., натур, рады 
1, 2, 3. 4 
1, 2, 3, 4, 5 



Наим. 



1, 8 

1, 3, 1 



группы 



*) Ка;кдый наиболытй натур, рядъ пом'Ьщенъ вд'Ьеь полъ всЬми со- 
отБ'Ьтетвуюжами ему меньшими натур, рядами и подчеркнутъ. 



Объяснете этого по §§ 5 и 8. Если къ группе (1, 3), 
образующей натур, рядъ: 1, 2, 3^ 4, присоединяется новое 
образующее число 1. то, для составлен1Я всЬхъ образую- 
щихся чиселъ по повой групп-Ь образующихъ, нужно к1 
'шслаыъ: 1, 2, 3, 4 присоединить отдельными числами: а) 
саму единицу, б) суммы, получаеиьш отъ сложен1я единицы 
съ каждьшъ изъ чиселъ: 1, 2, 3 и 1, и в) остатки оть 
вычитания изъ единицы каждаго изъ тЬхъ же чиселъ. 

Но отъ сложешя 1 отдельно: съ 1, 2, 3 н 4 получатся 
числа: 2, 3,4 и 5, аотъвычитан1Я изъ 1 этихъ же чиселъ— 
чнсла: О,— 1, — 2,-3. Изъ отрицательны хъ чиселъ беремъ 
только абсолютный величины и затЬмъ для вновь состав- 
ляемаго ряда — только различныя числа; а таковыми ока- 
жутся тЬ же: 1, 2, 3, 4 и еще число 5, получаемое оть сло- 
жен1я большаго изъ нихъ съ единицей. 

2) Ксли въ образующей группе меньшаго натур, ряда 
последнее, число увеличить на единицу, то въ повомъ натур, 
ряду однииъ членомъ будеш^ больше, ч'Ьмъ въ предыдущемъ. 
Объяснеше по §§ 5 и 8 подобно изложенному въ первоыъ 
пункте настоящаго параграфа, взявъ число 2 вместо 1. 
И т. д. 

3) Сумма носл^дняго члена меньшаго изъ пред^льныхъ 
наибольшихъ натур, рядовъ *) съ послЪднимъ числомъ об- 
разующей группы меньшаго натур, ряда равна пдсл^днему, 
наибольшему члену этого меньшаго ряда. 

Прим'Ьръ. Натур, ряды: Наим. образ, группы 

1, 2, 3, 4 . . 12 (13) 1, 3, 9 

1, 2, 3, 4. , . 17, 18, (19) 1, 3, 9, (6) 

Чнсла, заключенный въ скобки, таковы: 
13+6=19 

Настоящее, 3-е, заключен1е сл^дуеть изъ первыхъ двухъ 
Это, 3-е, заключеше могло бы служить для нахождешя наи- 
ыеньшихъ группъ, ооразующихъ меньш1е натур, ряды. 

§ 27. Положомъ, что въ табл. 3-й, § 6, по которой по- 
лучаются всЬ числа, образующ1Яся изъ 4 какихъ угодно 
чиселъ, всЬ формулы представляютъ попорядку числа наи- 
большаго натурал. ряда. Въ такомъслучае я:=1,у=3, а:— 9 
и г^~27. Пусть теперь уравняется 2, оставляя ж=1. Тогда 



*) Ближайш1е наибольш1е натур, ряды, между которыми заключается 
Ланный меньшШ натуральный рядъ. 



въ таблице окажется следующее: 1)въпервыхъ двухъстолб- 
цахъ формула: х—у численно будетъ равно .'г(§23— умевь- 
шаемъ на единицу последнее образующее число въ группЬ 
(а:, у))>ъ 2) всл'6дств1е того, что х—у~х. в'ь третьемъ и въ 
четверюмъ столбцахъ формулы въ каждой изъ сл'Ьдующихъ 
паръ: 

3—{у~Х) И 2~Х 

2Н-(У— 4 и 2+ ж 

*' — (у—^) и V— X 

У-{-{у~х) и V-\-X 

ю—{г—у-\-х) и ь-{г~х) 

^~Ь-\-у-я:) и ю~{г-\-х) 

^-\-{г — у-\-х) и ю-\~{г—х) 

^+Ъ+у—х) и ь-\-{ж-\-х) 

численно будутъ также равны между собою. А потому, 
при образован1и вс%:^ъ различныхъ чпселъ по таблиц1&, нужно 
принять въ разсчетъ только по одной формул'Ь въ каждой 
изъ 9 предыдущсхъ паръ. Отбросимъ формулы: х—у и 
первый формулы въ каждой изъ оетальныхъ паръ. 

Теперь посл-Ёдняя формула, ж+_у, во второмъ столбце, 
численно равна 3. Первая формула въ третьемъ столбце, 
^ — (у+^); даетъ число 6. Для получен1Я же изъ нея числа 
4, следующего за числомъ 3, получаемымъ изъ формулы: 
ж+г/, нужно принять г разнымъ 7. Тогда формулы 1-го, 
2-го и 5-го столбцевъ, пропуская вышепомянутыя формулы 
изъ числа равныхъ формулъ, представятъ натуральный 
рядъ чиседъ: 

1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 и 10. 

Чтобы первая формула четвертаго столбца численно- 
равнялась следующему числу этого ряда, то есть 11, нужно 
я взять равнымъ 21. Тогда формулы четвертаго столбца, 
пропуская вышеназвапыя формулы изъ числа равныхъ, да- 
дутъ попорядку всЬ п^лыя числа огь И до 31 включи- 
тельно. 

Такимъ образомъ различным формулы таблицы предста- 
вягь натуральный рядъ чиселъ: 

1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 . . . . 29, 30, 31. 

котораго наименьшая образующая группа состоитъ изъ 
чиселъ: 1, 2, 7 и 21. 

Но по правилу въ § 24 для меньшаго ряда: Ь 2, 3,- 



^ 



* 


— 30 — 


1 




4 . .30, 31, наименьшая образующая 


группа есть также: 1 




(1, 3, 9 и 18). 


1 




§ 28. Отсюда видно (§ 27), что образуюш1я числа въ | 




наименьшихъ образующихъ группахъ 


меиьшихъ натураль- ■ 




ныхъ рядовъ въ извЪстныхъ нред^лахъ можно изменять, и 1 




получать такимъ образомъ новыя наименьш1Я группы .для | 




тЬхъ же рядовъ. 


■ 




Но как1я бы ни были образуюпдя группы у даннаго | 




мен. натуральнаго ряда, всЪ пхъ, для образоваше ряда, 1 


г 


можно заменить наименьшею группою, составленного по | 




«24. 


■ 




П}тм1ь1)Ы. Яатур. рлды: Наил 


. образ, группы ихъ: 1 




1) 1, 2, 3, 4, 5 . . . 30,31 


1, 3, 9, 18 1 
1, 2, 7, 21 ■ 






1, 3, 6, 21 ■ 

1, 3, 7, 20 I 




2) 1, 2, 3, 4 ... 0,7 


1, 3, 3 . 1 
1. 2, 4 ^Л 




3) 1, 2, 3, 4 ... 13,14 


1 ^Н 




4) 1, 2, 3, 4, 5 . . . 17 


4 ^Н 

4, 10 ^^Ш 

3, Б, 8 ^^Ш 

11 ^^1 




5) 1, 2, 3, 4 ... 22,23 


1, 3, 9; 10 ^^Ш 

\, 2, 5, 15 ^^Н 

3, ^Н 




6) 1, 2, 3, 4 ... 67,63 


1, 3, 9, 27, 23 -^Н 
1, 3, 9, 14, 41. ЯИ 




П т. д. 


^ 




§ 29. Изъ уравпенШ § 13 им^еап 


, напрпнЬръ, для наи- 1 




бо.тьшаго натур, ряда, получаеыаго 


пзъ 4 образующихъ 1 




чиселъ: 


1 


. 


х=1 


Ш 


ь 


1 у=2х+\ 


Ж 


■ 


1 г=2(у+х)+\ 


Я 


1 


1 ■ в=2(г+г/+ж)Н- 


^^^^И 



По этимъ равенствамъ, досгавляющимъ для наименьшей 
группы чйсленныя величины образующихъ еъ изв'Ьстной 
зависимостью между собою (§ 16), зависимость между об- 
разующими выражается еще такъ: второе образующее рав- 
няете удвоенному первому (меньшему) плюсъ единица; третье 
образующее — удвоенной сумыЬ двухъ первыхъ образующихъ 
плюсъ единица, четвертое— удвоенной сумм4 первыхъ трехъ 
ллюсъ единица. 

Для рядовъ съ 5 и болЪе образующими числами между 
образующими числами существуетъ подобная же зависи- 
мость. Эта зависимость вообще выражаемая такъ; каждое 
азъ чиселъ нагштыией группы, образующей наиболыаш на- 
тур, рлдъ, равняется удвоенной суммп ваьхй образующих^, 
меныиихд его, сложенной съ единицей. 

Въ каждой наим. груиц^ чиселъ, образующихъ меньш1Й 
иатур. рядъ, и составленной по § 24, зависимость между 
всЬми числами, кромЬ посл'Ьдняго, такая же, какъ н въ пре- 
дыдущемъ случае; последнее же число, равняясь разности 
между посл'Ьднимъ членомъ ряда и суммою остальныхъ чи- 
■селъ группы, въ рядахъ^ соотв'Ьтствующихъ по числу обра- 
зующихъ чиселъ одному и тому :ке наибол. натур, ряду, 
уменьшается до единицы. 

§ 30. Изъ вышеизложеннаго видно, что: 1) наименьшая 
образующая группа какого угодно натуральнаго ряда содер- 
житъ самое меньшее количество чиселъ, какое только мо- 
жетъ быть достаточно для получешя сголькихъ различныхъ 
чиселъ, сколько вс^хъ членовъ въ ряду, и 2) сумма обра- 
зующихъ чиселъ въ наименьш. группе равняется послед- 
нему, наибольшему, члену ряда*). 



Ншш задачи о взв'Ьшквав!!. 

§ 31. Прим'Ьпяя вышеиложенпую теор1ю о натур, ря- 
дахъ и наименьшихъ группахъ образующихъ ихъ чиселъ 
къ р'Ьшен1ю изложенной въ § 1 задачи относительно взвЪ- 
1ииван1я, находпмъ, что наименьшее число гирь, помощью 



•) Группы чиселъ, составленныя изъ одного, двухъ, трехъ, четырехъ 
л бол'Ье первыхъ постЁдоватвльныхъ членовъ геометр, прогрессш: 

-^ 1, 2, 22 23, 2', 25 

-образуютъ натуральные ряды, изъ которыхъ въ каждомъ послЪднШ, наи- 
больш1й, членъ ряда равенъ сумм* своихъ образующихъ. Но въ этомъ 
-случа* къ числу наименыпнхъ образ, грл-дпъ будутъ относиться только 
первыя четыре: (1), (1, 2), (1, 2, 4) ы (1, 2, 4, 8). 



пятью гирями: въ 1 ф|т., 8 фн., \* фн., "Л фн. и 81 фн.— 
ос-Ь грузы отъ I фп. д'» 121 фп ; шестью гирями: въ I фи. 
3 фн., 9 фп., 27 фп. 81 фн. и 2Шф.~в<;'Ь грузы атъ 1 фн., 
до 361 фн. И т. д. Впрочемъ, начиная еъ (\ гирь 1(;ш11111И- 
Бан1е вс'Ьхъ грузовъ небольшимъ числомъ гирь неудобно 
в«лЪдств1е большого в'Ьса отдЬльныхъ гирь. 

КромЬ названныхъ зд'Ьсь группъ гирь другихъ грунт. 
съ такиыъ же числомъ гирь, но друтго в^са, а также грумпъ 
съ иепьшимъ числомъ гирь для взв^нп1ван1я предыдутнхъ 
грузовъ не существуегъ (§§ 18 а 1У}. 

§ 84. Изложимъ самостоятельное р^шенге задачи о взв'Ь- 
шиваши (§ 1). не выводя его изъ общей .теор1'и о натур, 
рядахъ и наименьшихъ образующихъ ихъ группахъ. 

Изъ §§ 1 п о видно, что помощью двухъ гирь, а также 
помощью трехъ получить Юразлпчныхъ в-Ьсовъ невозможно. 
Поэтому посмотримъ, нельзя-ли найти ташя I гири, который 
удовлетворяли бы трвбован!Ямъ задачи. 

Въ натуральномъ ряду: 



Г представимъ себ'Ь два члена его: ^ и /', причемъ (}>^. 
I такихъ, что: 
^^ а) Нат. рядъ; 



1, 2, 8, 4- о. .../....?'... .40. (I) 



2, 8, 4, 5 .... / 



можетъ образоваться изъ трехъ н^которыхъ чиселъ: л;,уиг 
чрезъ ихъ сложен1е и вычитан1е, а частью., можетъ быть, не- 
посредстве ннымъ включешемъ- нхъ въ этотъ рядъ. 

б) Если и-.1Ъ числа V посл'Ьдовательно вычитать числа: 

/, /-1, /—2, , . , -^, ;5. 2, 1, 
т 
та вь осагклхъ получатся вс^ члены ряда (I) отъ М-1 ДО 
е — 1 включительно, то-есть члены: 

,,_/, .,;_(/_ 1)^. . . г-2. г-!. 
или; ^4-1, ^+^, Ж^-1К /+/, ; * 

всего ^ членовъ; а прибавляя къ V числа: 

I, 2, 8, 4 . /-1, (, 
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.1 
Если умножить число 142857 на 2, 3, 4, 5 или 6, то въ 

произведеши будутъ получаться т'Ь же цифры и въ томъ же 

порядк'Ь, только съ различной начальной цифрой; если же это 

число умножить на 7, то получимъ— 999999. 



Если умножить число 076923 на 3, 4, 9, 10 или 12, то 
получимъ т'Ь же цифры и въ томъ же порядк'Ь, лишь съ дру- 
гой начальной цифрой; то же будетъ съ числомъ 153846, если 
его умножать на 2, 5, 6, 7, 8 или 11; но если первое число 
умножить на множителей второго числа, то получаются цифры 
второго числа и наоборотъ: если умножить второе число на 
производителей перваго числа, то получаются цифры перваго 
числа; если же одно изъ этихъ чисел ъ умножить на 13, то 
получимъ отъ 1-го — 999999, а отъ 2-го 1999998, т. е., то же 
произведен1е, если седьмую цифру 1 сложить съ первой циф- 
рой 8. 



Если число 21978 умножить на 4, то получимъ 87912, т. е. 
цифры въ обратномъ порядк'Ь. 




о первоначальны хъ числахъ, и ихъ особенностяхъ 
въ десятичной систем*. 

Если воойще вЪрпо 1шло1К(!а1е: „И'!;П) сл1'.дств1я безъ 11рич!шы'', 
то такое положеше должно быть неопровержпмо въ математнк'Ь. Д^Ьй- 
ствительно, мы развиваемъ въ математнк'Ь одну теорему изъ другой, 
какъ сл'Ьдств1е изъ причины. Но и въ математнк'Ь, хотя меи'Ке ч'Ьмъ 
въ друглхъ паукахъ, встречаются вопросы, которые ве поддаются 
р'Ьшенш такимъ путемъ и остаются загадочными. Къ такпмъ вопро- 
самъ прпнадлежатъ вопросы, касаютщеся первоначал ьпыхъ чпселъ, 
каковы, папрпи'Ьръ: существуютъ лп признаки, по которымъ можно 
тотчасъ узнать первоначальное число? такихъ прпзнаков'ь мы въ на- 
стоящее время не знаемъ, но они могутъ быть наПдены. Какой матема 
тическоП формулой можно выразить рядъ посл-Ьдовательныхъ перво- 
начальпыхъ чпселъ? Этотъ вопросъ казался памъ ближе стоящнмъ къ 
разр-Ьшенш, такъ какъ число (относительное) первоначальныхъ чпселъ 
должно несомн-Ьнно уменьшаться съ увеличен1емъ естественяаго ряда 
"чиселъ; такъ, напрнм'Ьръ: въ первой сотн* имеются 26 псрвоначаяь- 
яыхъ чиселъ, во З-й — 21, въ 3-й — 16. Въ этихъ трезъ сотняхъ нор- 
мальна™ ряда чпселъ мы находнмъ, что число первопачальных.ъ чп- 
селъ ндетъ какъ бы по уменьшающейся арпвметическоП прогрессш, по 
уже въ сл-Ьдующихъ сотняхъ замечается полный безпорядокъ: въ 4-й 
сотв-Ь пхъ тоже 16, въ о-й даже 1", въ 6-й — 14, въ 7-й— 16, въ а-й— 14. 
въ 9-й— 15, и въ 10-й— 14. Туже неопред'Ьлепность мы найдемъ, еслп 
визьмемъ вм'Ьсто сотеяъ-тысячи. Такъ,въ первой тысячЪнатуральныхъ 
чиселъ заключается 16*) первоначал ьныхъ чиселъ; во второй— 138; 
въ третьей— 127, въ 4-й 120, въ о-Й— 119, ВЪ 6-Й — 1Ш, ВЪ СР.ДЬМОЙ 
тысяче снова увелич[1лось число первоначал ьныхъ чиселъ до 117, въ 
8-й — 106, въ 9-й — 109, въ 10-й— 1 12. ТСъ такнмъ жв отридатсльпымъ ^е- 
зультатамъ поэтому вопросу нрнвелъ насъ и Л'?'^^'^^'^ ?,х\.^'^^^'ъ-,- 
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но; ласл11Д0ваа1е першдическнхъ дробей, происшедшпхъ отъ пери 
начальвыхъ чиседъ. Способъ этоть, хотя не даеть отв-Ьта на интер 
сующШ пасъ воцросъ, но зато онъ открываетъ намъ н11которыя свс: 
ства нерюднческихъ Д1ЮбеП, съ которыми я и хочу познакомить ■ 
тателя. Трудъ этотъ не считаю закончениымъ, но предла]'аю его ^ 
цамъ, интересующимся этнмъ воиросомъ, какъ н'ЬкоторыГ! материал 
для дальн'ЁПшап) нзсл-Ьдовашл своНствъ и закоеовъ первоначальных 
чиселъ. Съ этою же ц^лью въ конц* приложена таблица первоначал 
ныхъ чиселъ, им'Ьющихся въ естественномъ ряду чиселъ отъ 1 з 
10000. Мы будемъ говорить только о чистыхъ першдическихъ дробях 
т. е. о такихъ, которыя произошли отъ иростыхъ дробей, въ : 
теляхъ которыхъ не было производителей 2 или 5. 

Начнемъ съ меньшихъ первоначальныхъ чиселъ.— Возьмемъ дроб 
съ знаменателемъ 3. Числптелемъ такой дроби могутъ бить только 

1 : 7—0,142857 . 1 2 

10 или 2; перюдъ =0,3.... отъ- 0,6... 

сл-Ьдовательно, им'Ьемъ для этого анам 
нателя два перюда. Зам'Ьтимъ, что сумЧ 

14 этихъ двухъ пер1одовъ= 0,999 Возё 

60 мемъ знаменателемъ сл'Ьдующее перв 

56 начальное число — 7; съ этнмъ знамен 

"^^ телемъ могутъ быть шесть числителей ( 

-^ 1 

50 2, 3, 4, 5. И 6. Приведемъ -въ десяти 

_49 ' 

1 пую дробь: 

Возьмемъ ^ и обрат|[мъ въ десятичную дробь. 

714 Мы получили въ перюД'Ь тЪ-же циф] 

и въ томъ-л;е порядке, только пер1о; 

начался съ другой цифры; то же под 

3 
чимъ при другнхъ чпслптеляхъ: - = 

428571;^ =0,571428; I = 0,714285 
7 7 

наконецъ,- = 0,857142 Кром'Ь того, I 

тимъ, что три посл-Ьдшя цифры веер 
будутъ дополиптельными до 9 къ трем 
первымъ цифрамъ перюда, такъ: 142 
857 = 999: 571 + 428 = 999, 
Другими сзи)вв.'м.и, ййли. мы ра 




_. 7 — 

д^лимъ пер1олъ на дв-Ь равпыя части и сложгшъ три первыл цифры 

съ тремя посл'Ьдпнми, то получпмъ 0,999 т. с. то же, что получили, 

сложивши два першда отъ зпамеоателя 3. 

Какъ прямое сл']'.дств1е того обстоятельства, что мы отъ ра;]пыхъ 
числителей получаемъ тотъ же порядокъ цы|(]ръ, ясно: умножая ие 
ршдъ 0,Н-2857 на любой паъ числителей I, 2, 3, 4, 5 ИЛИ о, иолучимъ 
тотъ-же пер1одъ, только, съ другоН пачальноП цыфроП; паприм'Ьръ: 

0,142857 

_4_ 

0,571428 ."." 

Умножая же этотъ иерюдъ на 7, мы должны получить ириближешй 
7 



- т. е. къ 1, и д'Ьйствительно: 0,14-28; 



Умножая тотъ-же иерюдъ на число большее 7, наприм'Ьръ на 23 
иолучимъ 0,142957 
23 



428571 
285714 

3285711 
Отсчитавъ съ правой стороны шесть знаковъ, будемъ им^Бть 3,285711; 
если теперь полученную цифру ц'Ьлыхъ чпселъ сложимъ съ пос- 



0,285714, потому что — = 3 - Итакъ, въ иерюд'Ь отъ знамепаеля 7, 

безразлично при какомъ чпслител-Ь, первая половина периода плюсъ 
вторая половина — 999. Напишемъ теперь рядъ числителей въ посл-Ь- 
довательности, соотвЬтетвующейцифрамъ иилучаемаго отънихъ иерЬда. 
Такъ какъ последовательность цпфръ въ першл^Ь не изменяется, то 
и последовательность въ ряду числителей остается постоянной, по 
этому безразлично какой пер1одъ взять для сосгавлешя последова- 
тельнаго ряда числителей. Возьмемъ пер1одъ 571428. Этоть пер10дъ 



съ единицы — отъ;; ; съ 4— отъ - съ2-отъ - и— паконецъ, першдъ 857142, 

голучился отъ ^ Последовательный рядъ числителей будетъ: 

I, 5, 1, 3, 2, 6. Если мы сложимъ перваго числителя съ четаечт:«.«Я1., 
Второго съ пятымъ и третьяго съ шеститлъ, то иок^^такь "к.яя,"!.-^- 
аванеяателя, повтореннаго столько рааъ, сиодь^-о къ ■йй'^^<^Т5^> ^1:5^.^^^ 



деленное на 2. Для больше!! наглядности расположимъ какъ цпф( 
перюда, такъ и рядъ соотв^тствующпхъ числителей въ цнклическо: 
порядке (фиг. 1). Наружный рядъ круга изображаегъ числителей, авн; 
репшй пер1одпческую дробь, прл-томъ каждый числитель поставла 
иадъ той цифрой, съ которой начгшается в 
рюдъ при даипомъ числител'Ь. Такъ: числ 
тсль 1 подъ пнмъ перюдъ начинается съ 
II идеп., дал'Ье 1'2857; сл'Ьдующ1й чпслите. 
3, его пер1одъ будетъ 428571 ; перюдъ о: 

, будетъ 857142 и. т. д; па этой фигур-Ь яс1 

видно, что сумма протпвулежащпхъ циф] 
кнутренняго круга всегда ровна 9, а суиня 
иротивулежащихъ числителей всегда равщ 
знаменателю, въ нашемъ случа-Ь 7. 
Фиг. 1. Теперь посмотримъ, сохраняется-лп то1 

же .чаконъ для дробей съ знаменателями др 
гнхъ первоначальныхъ чиселъ. 

Сл-Ьдующее первоначальное число посл'Ь 7 будетъ и. Дробь ■ 
знаменатепемъ 11 можетъ 1ш11ть 10 рааличныхъ числителей, а сл'Ь 

вательно, мы должны получить въ иерюд'Ь 10 цифръ, Начнемъ съ ■ 

100:11=0,09 мы получили въ иер1од-Ь только дваая 

ьа, а потому мы должны получить пя 
разлпчпыхъ пер1одовъ, и каждый перхв) 
будетъ служить только двумъ чис:шр 
лямъ. Продолжаемъ анализъ: 
30 ; 11 =0,27.... 40 : ]1 =0,30 50 = 0,4.^ 





■- 0,18... 
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40 : ] 1 = 0,30 50 = 
33 44 

70 "по 



Зат'Ьмъ -у дадутъ такой же перюдъ только съ иерестановкоН цпфръ, 

т. е. 0,54 и. т. д. Расположимъ снова числа кружками, получшга! 

(фиг. 2). Мы и зд'йсь видимъ, что 11ротиволежащ1я цыфры внутри кру] 
даютъ въ сумм'Ь 9, а вп-Ь круга и, т. е. знаменателя. 

Теперь посмотримъ. как1е перюды даетъ илмъ знаменатель 13, 

леиъ съ 
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100:13^0,076923.... 11ер!одъ кончился, ио онъ нм-Ьеть 

■*! только 1! цифръ, вм'Ьс'го 12, очевидно, 

"^^ что долясенъ быть второй пергодъ, пря 

томъ для такпхъ числителей, которые но 

даютъ паПдеына1'0 пер1ода. Легко понять, 

30 что остатки, получаемые при д'Ьлен1и, п 

2Д суть гЬ чис,41гте,т1и, которыхъ пср10дъ 

40 начинается съ следующей цыфры ча- 

— — стнаго. Такъ: дЬля 1 на тринадцать, по- 

лучаемъ о цЪлыхъ; прибавляя къ ней О 

первая цыфра иерюда будетъ О, а остатокъ 10; этотъ остатокъ выра- 

иметъ числителя, котораго першдъ начнется съ цифры 7, такъ какъ 




100:13 — 7, а остатокъ 9 будетъ числителемъ, котораго пер1одъ начнется 
съ 6 и т. д. Поэтому мы мо!кемъ сказать, что нашъ псрюдъ будетъ 
для сл'Ьдующнхъ дробей 
1^ 10 9 12 ^ 4 1 Я 

13,13, 13, |13, 1;5, " ~\ — 

ДЛЯ числителей же 2, 7, ■^ 
5, 11, 6, а долженъ быть 
другой иер10дъ; но такъ 

какъ — въ два рапа бол'Ье 

1 2 

— то и перюдъ отъ 
- долженъ быть вдвое бо- 

Л-Ье Ч-ЬМЪ 076923, т. е. Фиг. 3. 

= 0,153846, РаСПОЛОЖИМЪ 

полученпыя числа въ циклическомъ порядкЪ (фиг. 3). Получнмъ 
круга, въ которыхъ опять таки- сумма внутреннихъ противолежащихъ ^ 
а сумма вн^шнпхъ знаменателю 1^. 




^тедъ 



[ 



СлЬлующее первоняча.т1ьное число 17. Дроби съ этимъ знаиев! 
тслемъ, приведенныя въ десятичныя дроби, должны дать ъъ пер1од 

16 знаковъ. Но мы уже эш 
омъ, что достаточно най» 

половину знаковъ. друг1яя 
цифры перюда будутъ д 
нолнительнимн до 9 къ е 
дсБнымъ цнфрамъ. Зам'! 
тпмъ еще одну особенной 
11ер10Д!1: мы можемъ 1 
его не только чрезъ д^( 
и1с, но п чреаъ умножен! 
Положпмъ, что мы хотни 
наВтн перюдъ отъ знамеш 
теля 17. Мы внд-Ьли, чз 
перюдъ, помноженный I 
знаменателя, отъ которй 
онъ произошелъ, даетъ в 
Фиг. 4. пропзведенш 9, новторенно 

столько разъ, сколько 
ковъ въ пергодЪ; сл'Ьдовательно, мы можемъ написать 17 произвол! 

телемъ, т. е. множителем^ 
II пр1пскпвать цифры ив< 
жнмаго (начиная с 
ннцъ), такъ, Чтобы въ про] 
веденш получались одн'Ь д< 
вятки. Итакъ мы пншеш 

17 первая циф| 

пер1ода съ правой сторон 
должна быть 7 потому, т 
только 7 въ произведаа 
съ 17 дастъ 9 единццъ, и 





Для отыска- 
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Н1Я второП цифры, намъ ну- 
жно взять цифру даю1цуп. 
въ пропзведеши съ 17 толь- 
ко 8 едцнпцъ, такъ какъ 
мы им-Ьемъ уже одну едп- 
будетъ 4» я 
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Теперь мы им-Ьемь на третьемъ м-Ьст* 7 едпницъ п мы 




кны для третьей цифры 
число, дающее въ 
1бизведенп1 съ 17 только 
^единицы — это 6, нро- 
ая наше д'Ьйств^е та- 
образомъ, получаемъ: 
94117647 
17 
Г561и0119~ 
3811968 
77 2 

■Ье продолжать не зач'Ьмъ. 
ь какъ мы нагилн нолови- 
Ёшерюда, т. е. в цифръ, ос- 
лыя будутъ къ нимъ 
ЩЮлнительныя до 9, и мы 
Еучаемъ весь пер1одъ= *«■" "■ 

15294117С47. Хотя 
МЫ при атомъ способ-Ё нахождетя общаго першда для вс-Ьхъ числи- 
телей и не получаемъ пря- 
мо еоотв'Ьтствующихъ чис- 
лителей, но ихъ не трудно 
найти; въ самомъ д-Ьл-Ь; на- 
именьшая десятичная дробь 
соотв*тствуетъ наименьше- 
му числителю (при томъ же ^Д 
зваменател1Ь), поэтому въ. 
яашемъ случа'Ь числитель' 
единица будетъ им'Ьть 7 

перюдъ 0,058 и т.д. 
числит. 2 „ 0,117 _ 



;1 



0,17в 



4 я 0,235 „ 

.'> .. 0,294 . 

какъ это изображено на 
Совершенно т-Ьмъ 




но: нзсл-Ьдованге пер1одически1ъ дробей, происшедшихъ отъ перво 

начальныхъ чиселъ. Способъ этотъ, хотя не даегь отвЪта па интер 

сующШ пасъ вопросъ, но зато онъ открываетъ намъ оЪкоторыя ево1 

ства пер1од11ческихъ дробей, съ которыми я и хочу познакомить Ч1 

тателя. Трудъ этотъ не считаю законченнымъ, но предлагаю его л] 

цамъ, интересующимся этимъ вопросомъ, какъ 11'Ькоторы11 матер» 

для дальн'ЬНшаго изсл'Ьдовашя своНствъ и законовъ первоначалы 

чиселъ. Съ этою же ц-^Ьдью въ копц'Ь приложена таблица первона' 

ныхъ чиселъ, имеющихся въ естественномъ ряду чиселъ отъ 1 } 

10000. Мы будемъ говорить только о чистыхъиерюдическпхъ дробях: 

т. е. о такнхъ, которыя произошли отъ иростыхъ дробей, въ знамш! 

теляхъ которыхъ пе было производителей 2 или 5. 

Начнемъ съ ыепьшпхъ сервоначальныхъ чиселъ.— Возьмемъ дро( 

съ знаменателемъ 3. Чиелителемъ такой дроби могутъ быть только 

1 : 7— 0,142857 . 1 „„ 2 „„ 

ИЛИ 2; перюдъ - =0,3.... отъ ^ 0,6... М1 

следовательно, имЪемъ для этого знаие 
нателя два пер1ода. Зам'Ьтнмъ, что суммй 

этихъ двухъ перюдовъ= 0,999 Воз 

мемъ знаменателемъ следующее перво-, 
начальное число — 7; съ этимъ знамен»^ 
телемъ могутъ быть шесть числителей ! 

2, 3, 4, Г], и 6. Приведемъ -въдесятич 

пую дробь: 

Возьмемъ - и обратимъ въ десятичную дробь. 

:7 = о,285714 Мы получпли ВЪ перюд-Ь тЬ-же цифр 

и въ томъ-же порядк'Ь, только иер1одв 
начался съ другой .цифры; то же полу 

чимъ при другихъ чнслителяхъ; 




наконецъ,- = 0,857142Кром'Ьтого, заз 

тамъ, что три посл^дшя цифры всегда 
будутъ дополнительными до 9 къ трем* 
первымъ цифрамъ першда, такъ: 142 
857 = 999; 571 + 428 = 090, и Т. 
Другими словами, если мы^*| 



д-Ьлнмъ аер1одъ на дв^Ь равпыя части и сложпмъ три первыя цпфры- 

съ тремя пос^итЬдиимн, то получимъ о,99У т. 1-. то же, что получили, 

сложивши два перюда отъ знаменателя 3. 

Какъ прямое сл'Ьдств1е того обстоятельства, что мы отъ разныхъ 
числителей иолучаемъ тотъ же порядокъ цыфръ, ясно: умножая пе- 
р!ОДЪ 0,14'2857 на любой паъ числителей 1^ 2, 3, 4, 5 или О, иолучимъ 
тотъ-же пер10дъ, только, съ другоИ начальной цыф11оЛ; т1П|>им'Ьр'ь 

0,142857.. 

4 

0,571428.. ~...~ 

Умножая же этотъ перюдъ на 7, мы должны 1:олучить приблияюш! 
къ ~ т. е. къ 1, и д-Ьйствительно: 0,142857 



0,999999 

Умножая тотъ-же пер1одъ на число большее 7, вапрнм'Ьръ на 23 
получпмъ 0,142857 



428571 

2 85714 

3285711 
Огсчнтавъ СЪ правой стороны шесть апаковъ,будемъим'Ьть 3,285711; 
если теперь полученную цифру ц-Ьлыхъ чиселъ сложимъ съ пос- 

л-Ьдией цифрой периода, то получимъ тотъ-же перюдъ, какъ отъ у т.е, 

0,285714, потому ЧТО — = 3 -^ Итакъ, въ перюд'Ь отъ зпаменаеля 7, 

безразлично при какомъ чпслител-Ь, первая половина перюда плюсъ 
вторая половина — 999. Наппшемъ теперь рядъ числителей въ посл'Ь- 
довательности, соотвЪтствующейцнфрамъ иолучаемаго отъшгхъ перюда. 
Такъ какъ последовательность дифръ въ иер1од'Ь не изм^Ьняется, то 
и посл'Ьдовательность въ ряду числителей остается постоянной, ш 
этому безразлично какой перюдъ взять для составлешя носл'Ьдова- 
тельнаго ряда числителей. Воэьмемъ иер10дъ 571428. Этоть перюдъ 

получился отъ -;иер1одъ, начинающШся съ семи, получается отъ ;. 
1,32 . ' 

съ единицы — ОТЪ;; ; съ 4— отъ -,съ2-отъ - и—наконецъ, перюдъ 857142, 

получился отъ - Последовательный рядъ числителей будетъ: 

:4, 5, 1, 3, 2, 6. Если мы сложимъ перваго числителя съ четвертымъ, 
второго съ пятымъ и третьяго съ шесты.иъ, то ийл^'^^свсь ч"а,"1-'й 
авамевателя, иовтореннаго столько разъ, еиоаъ^ч ^"ь "й'йV^'^■г^^ ч^.^ 



— « — 

дМенное на 2. Для больше!! наглядности расположнмъ какъ цифр 

иершда, такъ и рядъ соотв'Ьтствующихъ числителе!! въ щшлическо; 

порядк-Ь (фиг. ]). Наружны!! рядъ круга нзображаегь числителе!!, авн; 

реЕн1й перюднческую дробь, ирц-томъ кажды!! числитель поставла 
иадъ той цифрой, съ которой начинается ] 
р1одъ при даипомъ числител'Ь. Такъ: числ 
тель 1 нодъ ыимъ пер10дъ начинается съ 
и идетъ, дал-Ье 42857; сл-Ьдующ!!! ЧПСЛ1Т 
3, ого пер1одъ Оудетъ 428571 ; перюдъ о 




будетъ 9 



"142 п. Т. д; на это!1 фнгур-Ь Я) 

. . , , видно, ЧТО сумма протчвулежащпхъ циф 

т\^ Д у \. впутренняго круга всегда ровна 9, а сум 
иротивулежащкхъ числителей всегда ра1 
;шамепателю, въ иашемъ случаЪ 7, 

Теперь посмотримъ, сохраняется -лп тс 
же ааконъ для дробеП съ знаменателями д] 
гпхъ первопачальныхъ чнселъ. 

Следующее первоначальное число послЬ 7 (Зудеть 1 1 . Дробь 
анаменателемъ И можетъ им'Ьть Ю рааличныхъ числителе!!, а сл^ 

вательпо, мы должны получить въ иерюм-Ь 10 цифръ. Начнемъ съ 

к 100 : 1 1 

Зат'Ьмъ — дадутъ такоЛ я:е перюдъ только съ перестановкой цифр 

т. е. 0,54 и. т. д. Расположимъ снова числа кружками, получше 

(фиг. 2). Мы и зд'Ьсь видимъ, что противолежащая цифры внутри кру1 
даютъ въ сумм'Ь 9, а вн'Ь круга 11, т. е. знаменателя. 

Теперь посмотримъ, как1е першды даетъ иамъ знаменатель 13, на^ 



^0,18... 



30 : 1 1 = 
22 
^"80 



МЫ получили въ пер1од-Ь только два з 
ка, а потому мы должны получить пя 
различныхъ 11ер10довъ, и каждый пер1од] 
йудетъ служить только двумъ числите 
лямъ. Продолжаемъ анализъ: 

и,27.... 40 : 11 = 0,30 50 = 0,45..... 
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100:13 = П,П769'>.Ч.... ПерЬдъ кончился, но онъ им-Ёеть 
^^ , только в цнфръ, вместо 12, очевидно, 

^^ что долженъ быть второй пер^одъ, при 

томъ для ташгхъ чпслнтелеП, которые не 
даютъ паПденнаго пер10да. Легко понять, 
что остатки, получаемые при д'Ьлен1Н, и 
суть тЬ числители, которыхъ 11ер1одъ 
начинается съ сл-ЬдующеП цыфры ча- 
стнаго. Такъ: дЬля 1 па тринадцать, по- 
лучаемъ и ц-Ьлыхъ; прибавляя къ пей О 
первая цыфра перюда будетъ О, а остатокъ ю; этотъ остатокъ выра- 
жаетъ числителя, котораго пер1одъ иачнется съ цифры 7, такъ какъ 
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100:13 = 7, а остатокъ 9 (Зудеть чнсяителемъ, котораго пвр1одъ начнется 
съ 6 и т. д. Поэтому мы можемъ сказать, что нашъ пер1одъ будетъ 
для ел'Ьдующпхъ дробей 
^_ 10 9 12 ^ 4 

13, 13, 13,|13, 13, " Гз, 
ддя числителей же ■!, 7, ■^ 
5, 11, 6, Н долженъ быть 
другой першдъ; но такъ 



какъ- 



13 



ь два рапа бол-Ье 



то и першдъ отъ 




1 
13, 

долженъ быть вдвое бо- 

Л'Ье Ч-ЬМЪ 076923, т. е. Фиг. 3. 

= 0,15384(1, Расположимъ 

полученныя числа въ цнклическомъ порядке (фиг. 3), Получимъ два 

круга, Еъ которыхъ опять такн — сумма внутреннпхъ противолежащихъ 

чиселъ=9, а сумма ви'Ьшнпхъ знамеиате;ш \^. 




Сл-Ьдующее первона'тльное чпсло 17. Дроби съ этнмъ 
трлемъ, приведепния въ десятнчныя дроби, должпы дать въ перЬ; 

16 анаковъ. Но мы уже 
олЕъ, ЧТО достаточно на№ 
половппу знаковъ, друпяя 
цифры иерюда будутъ д 
иолнительпыми до 9 къ в 
деннимъ цнфрамъ. Зам4 
тпмъ еще одну особевнося 
пер10да: мы можемъ наЯт 
его не только чрезъ Д'Ьл( 
н1е, но и чреаъ умноженЦ 
Положимъ, что мы хотнн 
иайти пер1одъ отъ знаме 
теля 17. Мы вид-бли, " 
першдъ, помноженный 
знаменателя, отъ котораЁ 
онъ произошелъ, даетъ 
Фш. 4- произведен1и я, иовторенно 

столько разъ, сколтжо 
ковъ въ !1ер1од'Ь; сл'Ьдовательно, мы можемъ написать 17 произвол! 

телемъ, т. е. мпожитележ 



-10 



Г 


^> 


г 


з\ 


13\6 


У 


Кд 


.,/ 



и прптскивать цифры мж 
жпмаго (начиная с 
ницъ), такъ, чтобы въ прои! 
ведеши получались одн'Ь д) 
вятки. Итакъ мы пише!/ 
17 первая циф] 

першда съ правой сторов 
должна быть 7 потому, т 
только 7 въ произвед( 
съ 17 дастъ 9 еднницъ, 



17 



1^Р 



9 18 



ПЗ 



вгоромъ м'ЬстЪ; эта цифра 



Для отыск 
~ГГэ~ 
Н1Я второй цифры, намъ I 
жно взять цифру дающу 
въ нропзведени! съ 17тол1 
ко 8 еднницъ, такъ кш 
мы им-Ьемъ уже одну I 
булетъ 4, и мы ДОДКЕ 



Ш- " " " 










1 


^^Ш 17 Теперь мы нм-Ьемъ на третьемъ м-ЬсгЬ 


Т единнцъ и мы И 
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68. 
ДОЛЖНЫ для третьей цифры 
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т^ 


1 




1^я ^ 


ваять число, дающее въ 
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^1^ ^Ш 


прор[зведени1 съ 17 только 
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^^1 


2 единицы — это 6, про- 
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кимъ образомъ, нолучаемъ: 
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94117647 


17 7 
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17 
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1561110119" 
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8 6 


3311968 
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Дал'Ье Продолжать ые зач-Ьмъ, 
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такъ какъ мы нашли полови- 






[ 


-16 ^ ^ 


ну пер1ода,т. е. н цифръ, ос- 
тальныя будутъ къ шгмъ 
дополнительный до 9, и мы 




>1 


■& 


9 
«г. 


шдучаемъ весь пер1одъ = 








Фиг, 6 


^^^1 


0,058823-5294117647. Хотя 












мы при этомъ способ-Ь нахождешя общаго 


пер1ода 


для вс-Ёхъ числи- 


телей и не получаемъ пря- 
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^' 


мо соотв'Ьтствующихъ чис- 




,^ 


лителей, но ихъ не трудно 
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К^ ^ 


найти; въ самомъ д'бл'Ь: на- 
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Э 








именьшая десятичная дробь 








т^^ 


соотв-бтствуетъ наименьше- 








^ 


му числителю (при томъ же 


т 








Айя 


знаменател-Ь), поэтому въ 
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511. 


нашемъ случа-Ь числитель 






1 


единица будетъ ииЬть 


7\2 
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перюдъО,05Яит.д. 


'^ 








Йо 


ЧИСЛПТ, 2 „ 0,117 .. 








/ 1 


■Л „ 0,176 - 


*\ 


; 






„ 4 , 0,235 „ 


1> 


V 


-4г 


9 


я>^ М 


5 „ 0,294 , 
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%^ 1 


какъ это изображено на 
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28 


фиг. 4. Совершенно т-Ьмь 








Фиг. 


1 


же эаконамъ подлежать дроби — 


фиг 


5; 


И 


иг, 6; ^^ фиг. 7. ■ 


Н^^^^^^^^^^^н^^^* 
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■ 


У^Д 


шМ 









^Н 


Но вотъ мы 


получаемъ н-Ькоторос отс:туплен1е отъ этого паконай'^И 


дрог™ ,|1. 
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100:31 = 0,03-22580645161 
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Фиг, Р, в. 
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Цершдъ кончился. I 
иемъ 15 цифръ, олйдо! 






т 


тельно, Оудегъ еще одй 


мф 


д 


пер10дъ съ 15 знакйв 






Такъ какъ въ числ-Ь 6 


\о 




Уа 


татковъ была цифра 2, I 


^^ 




п /6 


не йыло 3, то ясно, ч 


; 


'4 


для числителя три п д; 


-^ 3^ 


другихъ числителей, I 


ИМ1110ЩИХСЯ въ остатках 




П 11 




пашегодЪлетя.будетъ п 




Фвг. а, г,. 
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Сл-Ьдующее первоначальное число 17. Дроби съ этимъ знамен* 
телемъ, приведенныя въ лесятичныя дроби, должны дать въ пер10д1 

16 зааковъ. Но мы уже ; 
емъ, что достаточно наОй 
половину знаковъ, друпя я 
цифры пер!ода будутъ до, 
полннтельннмп до 9 къ най 
деннымъ цифрамъ. Зам* 
тпмъ еще одну особонност! 
пер10да: мы можемъ наПтг 
его не только чрсэъ Д'Ьде 
те, но п чрезъ умпожеш( 

ИОЛОЖПМЪ, что мы ХОТИ] 

пайти перюдъ отъ знамена 
теля 17. Мы впд^Ьди, ■ 
пер1одъ, помноженный 
знаменателя, отъ которш 
онъ пронзошелъ, даетъ 
Фиг. 4. пропзведснш 9. повторенно 

столько разъ, сколько 
т:овъ въ пср1од'6; следовательно, мы можемъ написать 17 производ) 

телемъ, т. е. множителей 
и пршскпвать пифры мн 
жимаго {начиная съ ед: 
ницъ), такъ, чтобы въ проиа 
ведеши получались одн'Ьд 
вятки. Итакъ мы пишем 

17 первая циф] 

перюда съ правой еторо! 
должна быть 7 потому, ч] 
только 7 въ проиэвед! 
съ 17 дастъ 9 единицъ, 
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|^^ч.А^ О Л.--^5 ^"^^ второй цифры, намъ н; 

яшо взять цифру дающу! 
въ пропзведеши съ 17 тош 
ко 8 едпннцъ, такъ кан 
мы им'Ьемъ уже одну 
второмъ мЬст'Ь; эта цифра будетъ 4, и мы аоду; 
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должны для третьеП цифры 
вэять число, дающее въ 
произведен111 съ 17 только 
2 единицы — это 6, про- 
должая наше д'ЬПств1е та- 
кямъ образомъ, нолучаемъ: 
94117647 

17 

1561110119 
3811968 
77 2 
Дал-Ье продолжать незач1^мъ, 
такъ какъ мы вашлк полови- 
ну перюда, т. е. 8 цифръ, ос- 
тальныя будутъ къ еимъ 
дополнительныя до 9, и мы 
нолучаемъ весь пер10дъ = 
0,058823Гу2941 ] 7647. Хотя 

МЫ при этомъ способ'Ь пахождетя общаго пер1ода для всЬхъ чпсл1 
телей II не получаемъ пря- 
мо соотв'Ьтствующихъ чис- 
лителей, но ихъ не трудно 
найти; въ самомъ дЪл'Ь; на- 
именьшая десятичная дробь 
соотв'Ьтствуетъ наименьше- 
му числптелю (при томъ же ^/| 
знаменателе), поэтому въ 
нашемъ случаЪ числитель 
единица будетъ им1>ть 7\2. 
церюдъ 0,058 и т.д. _,\ "Ч 
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Следующее первоначальное пнело 17. Дроби съ этимъ знамена- 
^мъ, приведенныя въ десятичный дроби, должны дать въ пер1о; 
16 знаковъ. Но мы уже зна- 
емъ, что достаточно наПи 
половину знаковъ. друпя ж( 
цифры пер1ода будутъ 
полнительными до 9 къ ваЛ- 
деннимъ цифрамъ. Зам*- 
тимъ е1це одну особенность 
иер1ода: мы молгемъ найти 
его не только чреэъ д'Ьле- 
те, но и чрезъ умножен1в, 
Положимъ, что мы хотимъ 
найти псршдъ отъ знамена- 
I \Л' '^Х" теля 17. Мы видели, что 

I '^^ч*.^ П З.^Х'^'^З пер1одъ, помноженный 

^ ^***- " ^"Ч^ знаменателя, отъ котораго 

^^^в *■ "15 " онъ пронзошелъ, даетъ въ 

^^^^Р Фиг. 4. ироизведен1и 9, повторенное 

^^^^^ столько разъ. сколько зна- 

ковъ въ пер^од-Ь; следовательно, мы можемъ написать 17 производи- 

телемъ, т. е, множнтелемъ, 
11 прйюкивать цифры мно- 
жпмаго (начиная съ еди- 
пицъ), такъ, чтобы въ произ- 
ведени! получа.1шсь одн4 де 
вятки. Птакъ мы пишем: 
17 первая цифр) 

перюда съ правой сторонь(: 
должна быть 7 потому, 
только 7 въ 
съ 17 дастъ 9 единицъ, 
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нашемъ случае числитель 
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единица будетъ им-Ёть 
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перюдъ 0,058 и т.д. 
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какъ это изображено на 
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полнительныя цыфры; следовательно. им-Ьемь отъ знаменателя 97 
одинъ першдъ, который н нашли легкимъ способомъ. 

Какъ легко находить этнмъ способомъ больш1е пер1оды, видно изъ 



сл-Ьдующаго нрчм'Ьра: 1 : 1 
остатки 



=0,007874 



Ь 



2 Не продолжая д-Ьлешянымножимъ полученное 
частное 0,007874 на два, т. е. на постЬдшП остатокъ. 



0,015748 это произведете снова множимъ на 2 и т. д. 

2^ 

" 0,031496 
2_ 

0,062|й92 

Такъ какъ начались дополнительныя цифры то весь пергодъ будетъ 
0,007874015748031496062 ] 992125984251968603937 въ немъ 42 знака сле- 
довательно въ немъ будетъ -т^-— 3 пер1ода. Такъ какъ въ 42 остаткахъ 
не встречается ни 3, ни и, то, умноживши найденный перюдъ на 3 
и на 11, мы получимъ остальные два першда. 

Мы не хотимъ приводить все примеры нами изследованиыхъ дробей 
съ первоначальными числами въ знаменателе, такъ какъ все они при- 
водятъ насъ къ тому же выводу, но мы прилагаемъ здесь снисокъ 
того числа перюдовъ, которые даютъ дроби еъ первоначальными 
меяателямн отъ 3 до 127. 
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Изъ этого списка видно, что число пер1одовъ для раиныхъ первона- 
чальныхъ чиселъ различно и не поддается, гговндимому, никакому 
закону, по которому можпо бы.ю бы заран'Ье опред'Ълить, сколько пе- ^ 
рюдовъ получ1ЕТСЯ отъ даннаго числа. 

До сихъ поръ мы приводили въ десят1[чныя дроби только так1я 
.дроби, знаменатели которыхъ первоначалъиця числа, и пришли къ 
сл-Ьдующимъ выводамъ: 

1) Дроби съ первоначальпымъ чнслоиъ въ ;^ыаменател■Ь (исключал 

п 5), при обращеши въ десятпчпыя, могутъ дать или одинъ перюдъ 
для всЬхъ числителей, или несколько 11ер1одовъ; въ эгоиъ сиуча* 
число цпфръ во вс-Ьхъ перюдахъ одинаково. 

2) Число цифръ въ перюд'Ь, или сумма цифръ во всЬхъ пер10дахъ 
(при н'Ьсколькихъ пер10дахъ), всегда равно знаменателю безъ еди- 
ницы. Сл'Ьдовательно оно всегда четное, такъ какъ первоначальное 
число всегда нечетное. 

3) При одномъ пер1од-Ь, цифры второй половины перюда будуть до- 
полнительными до 9 къ цнфрамъ первой половины перюда, а сумма 
соотв'Ьтствующихъ числителей равна знаменателю той дроби, отъ не- 
которой произошелъ першдъ. 

4) При двухъ, четырехъ, шести и бол-Ье першдахъ, но всегда при 
четиомъ числ'Ь ихъ, можетъ случиться, что въ этпхъ иер10дахъ бу- 
детъ нечетное число цифръ. Наприм'Ьръ: знаменатель 31 (фиг. 8) 

даетъ два перюда, следовательно въ каждомъ пер1од'Ь будетъ — = 15 
знаковъ; въ этихъ случаяхъ цифры втораго пер10да будутъ допол- 
нительнымъ до 9 къ цнфрамъ перваго перюда, а сумма соотвЪтству- 
ющттхъ числителей будетъ = .^1, т. е. данному знаменателю; то же въ 
фиг. 9, 10, 11, 12 и проч. при нечетноиъ количеств'Ь перЬдовъ 
число цифръ въ каждомъ пер1од'Ь всегда четпое. 

5) Если умножить першдъ на число меньшее ч'Ёмъ знаменатель (т. е. 
д^Ьдптель, отъ котораго онъ произошелъ), то въ произведенш полу- 
чаются т* же цифры и въ томъ же порядке, лишь съ другимъ еа- 
чаломъ пер10да; если же умножить его на число равное знаменателю' 
то въ произБеден1и получается столько разъ 9, сколько знаковъ въ 
перюд'Ь, т. е. приближен1е къ единиц^Ь. 

6) При отыскиван1и большихъ перюдовъ, можно д-Ьленге зам-Ьнить умно- 
жен1емъ н'Ьсколькнхъ, уже найденныхъ, цифръ частяаго на по- 
сл^днШ остатокъ, 

7) Сумма всЬхъ цифръ въ пер^од-Ь всегда равна произведенш девяти 
на число цифръ, д'Ьленное па два. 

Теперь заяме.мся обращен1емъ въ десйТ1\ч.^\1^ '^•л.'гжьги -я^'^^^ь'^-, л ^"^ 



торыхъ знаменатель не просп.* часло, но не содержнтъ производителей 

2 НЛП 5. На'шемъ съ просгЬЯшихъ случаевъ: 

I : 9=0,1...; 2 : 9—0,2 II Т. Д. Отсюда ЯСНО, что ми для восьми числи- 
телей получнмъ восемь разлпчныхъ пер1одовъ; при чемъ пер1одои^ 
будетъ цифра числителя. 

1:21 = 0,047619 Пер1одъ кончился, въ иемъ оказалось ( 
Остатки 10 цифръ. Такъ какъ намъ изв'Ьстно, что 
113 ЧИСЛО цифръ ВО всЪхъ иерюдахъ ДОЛЖНО 
13 равняться 20, а полученный перходъ 
„ 4 им'Ьетъ шесть только зпаковъ, то должек 
19 бытьещвпер^оды.Прпиявъвъ1;оображен^е^ 
1 что числители, кратные 21, сокращают! 
дробь, обращая ея заамеиателя въ 3, или 7, мы должны исключи: 
этихъ числителей, потому что для нихъ будутъ пер1оды простых"! 
чисепъ. Такъ; для чпслителеП 3, 6, 9, 12, 1!) и 18 пер1одъ будетъ та' 
кой, какой получается отъ знаменателя 7 т. е. 142857; а для числи- 
телей 7 и И будутъ перюды 0,3 и 0,6 т. е. какъ отъ знаменателя 

3. Намъ, сл-Ьдовательно, остается найти пер1одъ числителей: 2, 
11, 17 и 20. Этотъ пер1одъ очевидно будетъ вдвое бол'Ье найденнаго, 
т. е. 0.047619x2 = 0,095238. Итакъ, мы им'Ьемъ три перюда по шести 
знаковъ и два перюда по одному знаку, въ сумм'Ь 20 цифръ. Зам'Ьтнм! 
еще: пер10дъ при числителе 1 равснъ 0.047619, дополнительное (К1 
знаменателю) число 20 им'Ьетъ пср1одъ 0,952380 т. е. дополнитель- 
ные цифры (до 9) къ первому пер1оду, а въ пер1од-Ь 142857 которы! 
не им'Ьетъ себ'Ь парнаго периода, первые три знака дополнительны! 
къ посл^днимъ тремъ, т. е. то-же, что при дробяхъ съ пер 
воначальными знаменателями, только пер1оды отъ сложпаго знамена 
теля не всЬ им'Ьютъ равное число цифръ. 

Перейдемъ къ - 

1 : 33=0,03 2 : 33^0,06 

Остатокъ 10 Остатокъ 20 

3:33=1:11 = 0,09 т. е. перьодъ И {см. фиг, II и всЬ числители, крат 
ные тремъ, дадутъ тотъ-же нер^одъ; таковыхъ будетъ десять; а крае 
ные 11 т. е. 11 и 22 дадутъ: перв. 0,3.. втор. 0,6.,.; исключивъ эта 
12 числителей изъ 32 получимъ 20, а такъ какъ въ каждомъ перюд^ 
два знака, то остальныхъ перюдовъ будетъ )0. 



кратпыхыз— два. Первые дадутъ пер10дъ отъ 13 {см. фиг. III.), а посл'Ьд- 
Н1е отъ трехъ, т. е. 0,3... и О,, О Исключивъ наъ 38 четырнадцать, полу- 

чнмъ'24. Теперь нриврдемъ въ десятичную дробь 



1 : ЗЭ = 0.01!5641,. 
Оотатии 10 



25 
16 



Такъ какъ иерюдъ кончился шестью зна- 
кам», то вс'Ьхъ перюдовъ будетъ "-- = ^ 

4 Д''^^ числителеП некратныхъ ^шамепателю. 

в 1 11ер1олы эти си-Ьдующ^е: 

0,025641.. . 0,051282... Мы И ЗД'ЬсЬ ВНДПМЪ, ЧТО ЦпфрЫ НИЖ- 
0,974358,... 0,948717,,, няго рядадополеяютъ (до 9) цифры верх- 
няго ряда; » зд^сь число цифръ всЬхъ 11ер1оловъ равно знаменателю 
безъ единицы, но число цифръ въ самихъ пер1одахъ л зд-Ьсь раЗ' 
лпчно; только перюды отъ числителей некратныхъ знаменателю им-Ьють 
всегда ровное число зваковъ. 

Разсмотрпмъ -- 

1 : 49=О,О204ОН]63-2633ОЙ12244897 

Остатка ю 



Нсключивъ числителей кратныхъ 7, ихъ будетъ 
шесть, остается 48— 6 = 42 знака. Въ виду того, что 
перюдъ не кончился, и мы уясе получили д'Ьле- 
Н1емъ 21 :)накъ, т. е. половину всЁхъ цифръ, могу- 
щихъ быть въ перюлЬ, мы заключаемъ, что осталь- 
иыя цифры йудутъ дополнительныя къ наОден- 
нымъ. Для числителей же, кратныхъ семи, пер1одъ 
будетъ 142857 (см. фиг. I). Изъ этихъ ирим-Ь- 
ровъ мы видиыъ, что при обращсши дроби со зна- 
менателями, хотя бы II НС первоначальнихъ чиселъ, 
но не содержащихъ производителей 2 и 5, мы 
получаемъ перюды съ т'Ьми же свойства.ми, какъ 
и отъ знаменателен съ простыми числами; съ тою 
йцйС^1то въ этихъ случаяхъ для числителей, кратныхъ зна- 
менателю, получаются перюды, какъ отъ сокращенной дроби. Такъ, при 



числители 3, 0,9,12, 15 и !8 сократятъ дробь до - — 
- - - и ", п пер1одъ получится, какъ отъ пе^воаачаху^^ "'^^^^ 



знаменател'Ь 21 
3 4 






Поэтому, пмЪя паприм'Ьръ дробь „ мы раасуждаемъ такъ: число зна^ 

ковъ въ перюдахъ должно равняться 68, но 69 состоитъ изъ 23хв^с 
следовательно, числшелеП кратвыхъ 23 будетъ два, кратны» 
тремъ— 22. Вычитая иаъ 1)8—24, получииъ 44 знака для остальныгь" 
числителей; такъ какъ 44 не дЪлнтся на три, то мы можемъ им^ть. 
одянъ, два, четыре или 1 1 пер1одовъ; если посл'Ь четы]^еxъ цыфръ ' 
въ частномъ не получается въ остатке д'Ьлимое, то надо смотреть 
не получится — ли оно ПОСЛ'Ь одипнадцати знаковъ; если и тогда не' 
получается пер1одъ, то продолжаемъ д'Ьлеше до 22 знаковъ, посл'Ь. 
чего д'Ьлен1е продолжать пе придется, такъ какъ сл'Ьдующ1я цифры 
будутъ или дополнительным» до !) къ исрвымъ пайденнымъ цифрам^ 
(при одпомъ перюд'Ь), или жо поВдетъ повторен!*' тЪхъ же цнфрЪ' 
(при двухъ пер1од;1хъ). 1!ъ поы'Ьднсмъ елуча'Ь второй пер1одъ наН-:- 
дется чрозъ умножен1е перваго нд» два. Въ нагаеиъ елуча'Ь будет* 
одивъ пср1одъ. Вотъ онъ: 0,020408163265306122448 Ц 979591 « Т. Д. ^ 
числителей кратпыхъ '23, т. е. для 23 и 46, будутъ перюды: для первщЧ^ 
0,3 для второго 0,6.., а для числителей кратныхъ з (см. '1>пг. 

— цер1одъ отъ :^ 

Можно бы этими прим-Ьрами закончить, во прнведемъ еще одищй 

оригинальный случай приведения в'ь десятичную дробь—; знанвй* 

таль состоитъ изъ 7x13, следовательно для числителей 13, 26, 
52, 65 и 78 (фиг. 13, кружекъ 1) будутъ пер10ды, соотв'Ьтствуюпц! 
анамевателю 7 (см. фпг. 1); п для числителей 7, 14, 21, 28, 35, 42, 4в 
56, 63, 70, 77 и 84 (фИ1'. 13, кружки 2 И 3) будуТЪ ДВа Пер10Да, СОЙ) 
в'Ьтствующ1е знаменателю 13 (си. фиг. Ш). Неключивъ эти 18 чиодя 
телей изъ 90, получаемъ 72 ччелрггеля, которые им^ютъ 12 перюдом 
по 6 знаковъ. Итакъ мы им-Ьемъ 15 перюдовъ всЬ по 6 цифръ въ п& 
р1оде. Вс^Ь пер!оды и соотв^тствующье имъ числители, будучи распа 
ложены въ цнклическомъ порядк^Ё, подчиняются выведенному наш 
закону. 

Но вотъ особенностп знаменателя 91. Если мы сравнимъ 1-й кружоя 
съ 13-мъ; второй съ 6: трет1й съ 12-мъ: пятый съ ю-мъ и седьмой с 
9, то зам'Ьтимъ, что цифры пер1одовъ въ каждой иар'Ь перечисленных^ 
кружкоБЪ одн-Ь и тЬ же, но расположены въ обратную сторону. Такъ 

наприм-Ьръ: въ первомъ кружк-Ь отъ дроби ■- получается пер^о^ 
142857; въ 13-мъ кружкЪ отъ дроби -- получаемъ обратный да 



13 Т^ 'Л 

65/^^3 ггС^^ 56/^^9 

^'^чяУ^5 !1г^кл^бЗ ^^Кл^^^ 
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758241. Отсюда яспо, что '■ели мы число 14'2Й57 умН0Я4НИЪ па 69 I 
иропзведеЕ1е разд'Ьлцмъ ка 13, то получнмъ число съ тЬми же цифрами» 
расположенными въ обратную сторону; если возьмемъ кружки 5 и 10, та 
получнмъ 21978x4 = 87912 (см, введете), но у насъ остаются еще кружкц 
4-й, 8-11, 11-П, 14-11 н 15-[1, не нм-Ьющ^е сейЪ пары; въ этпхъ круж- 
кахъ самп периоды им'Ьютъ такое расположен1е цпфръ, что для каждагс 
числителя наПдстся другоН числитель въ томъ же кружк'Ь, которащ 

пер1одъ обратепъ первому. 'Гакъ въ 4-мъ кружк-Ь 890109: обратный 
перюдъ Э01098 получится отъ дроби - ; сл-Ьдовательно, ссл!1 числе 

890109 умножить па 42, И произведен1е разд-Ьлнть на 81, то получим» 
т^Ь же цпфры,"обратпо расположенными. Нетрудно, конечно, паПти для 
любого чпсла такого производителя, который въ произведеши даетъ 
т^ же цифры, обратно расположенными: стоитъ только написать произ- 
вольное число и разделить его на число, котораго цифры обратно рад 
сположены. Полученное частное и будетъ искомый производитель, Ш 
насъ занимаетъ вопросъ, почему именно этотъ знаменатель даетъ 45 
першдовъ съ цифрами, расположенными въ одну сторону, п 45— с 
тЬми же цифрами, росположевпыми въ обратную сторону? почему 1 
встр'Ьчаемъ мы этого при другиха перюдахъ? Правда, иер10ды отъ зна^ 
мепателл П (см. (1)иг. II) даютъ тоже обратно расположенные перюды! 
но тамъ всего два знака въ пер{од-Ь, сумма которыхъ должна бытв' 
равна 9, и стЬдовательно, нельзя п составить иного перюда, какъ. 
обратный. Какъ бы то ни было, но и знаменатель И даетъ намъ пять 
чиселъ 90, 81, 72, вя И ^4, которыя, будучи умножены наменьш1й8Ъ 
ихъ круг'Ь числитель, и произведев1е разделено на большШ, дадут^ь. 
обратное число. Напр, бЗх4='252;252 : 

Для тбольшей наглядности мы предлагасмъ зд-Ьсь таблицу. Въ цер» 
вомъ столбц-Ь числители по порядку натуральныхъ чиселЪ, во втором* 
ихъ перюды при знаменател'Ь 91; въ третьемъ — числители, которы^ов 
першды (въ четвертомъ столбце) состоять изъ гЬхъ же цпфръ 
обратномъ порядк-Ь. 

Числители и ихъ 
перюдъ. 

010989 




Числители 


съ обрат 


нымъ 


нер10домъ. 


9и 




989010 


80 




879120 


70 




769230 


Г)(1 




659340 


50 




549450 


40 




439560 


^П 




?,г^^1^ 
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Числители и ихъ 


Числители съ обрат- 




П0р10ДЪ. 


ЛЫМ'Ь 


пертодомъ. 


8 


087912 


20 


219780 


У 


098901 


10 


109890 


10 


109890 


9 


098901 


И 


120879 


89 


978021 


12 


131808 


79 


808131 


13 


142857 


09 


758241 


14 


153840 


59 


048351 


15 


104835 


49 


53840 1 


16 


175824 


39 


428571 


17 


186813 


29 


318081 


18 


197802 


19 


208791 


19 


208791 


18 


197802 


20 


219780 


8 


087912 


21 


230709 


88 


907032 


22 


241758 


78 


857142 


23 


252747 


08 


747252 


24 


203730 


58 


037302 


25 


274725 


48 


527472 


20 


285714 


38 


417582 


27 


296703 


28 


307092 


28 


307092 


27 


296703 


29 


318681 


17 


186813 


30 


329670 


7 


076923 


31 


340659 


87 


956043 


32 


351648 


77 


846153 


33 


362637 


07 


736263 


йт 


373020 


57 


026373 


35 


384015 


47 


516483 


30 


395004 


37 


406593 


37 


400593 


30 


395604 


38 


417582 


20 


285714 


39 


428571 


10 


175824 


40 


439500 





065934 


41 


450549 


80 


945054 


42 


401538 


70 


835164 


43 


472527 


00 


725274 


44 


483510 


50 


615384 


45 


494505 


40 


505494 


46 


505494 И Т, 
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составлена шаблонно, что достаточно было первыхъ десяти строкъ, 
чтобы зам-Ьтить въ нихъ последовательность чиселъ и цифръ,.какъ 
въ числителяхъ, такъ и въ пхъ 11ер1одахъ, почему и считаемъ излиш- 
нимъ распространяться объ этомъ. 

Заканчивая свою статью, напомню, что предлагаю только некоторый 
матер1алъ для дальнейшей разработки вопроса о первоначальныхъ 
числахъ. 
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Таблица простыхъ чиселъ, 




г 




не превосходящихъ 10000. 




\ . 


179 


419 


661 


947 


1229 


1523 


1823 


2131 


3 


181 


421 


673 


963 


1231 


1531 


1831 


2137 




191 


431 


677 


967 


1237 


1543 


1847 


2141 


7 


193 


433 


683 


971 


1249 


1549 


1861 


2143 


И 


197 


439 


691 


1И7 


1269 


1553 


1867 


2153 


13 


199 


443 


701 


983 


1277 


1559 


1871 


2161 


17 


211 


449 


709 


991 


1279 


1567 


1873 


2179 


19 


213 


467 


719 


997 


1283 


1571 


1877 


2203 


23 


227 


461 


727 


1009 


1289 


1579 


1879 


2207 


29 


229 


463 


733 


1013 


1291 


1583 


1889 


2213 


31 


233 


467 


739 


1019 


1297 


1597 


1901 


2221 


37 


239 


479 


743 


1021 


1301 


1601 


1907 


2237 


41 


241 


487 


761 


1031 


1303 


1607 


1913 


2239 


43 


261 


491 


757 


1033 


1307 


1609 


1931 


2243 


1 *■'' 


267 


499 


761 


1039 


1319 


1613 


1933 


2261 


Ш 63 


263 


603 


769 


1049 


1321 


1619 


1949 


2267 


Г 59 


269 


609 


773 


1051 


1327 


1621 


1951 


2269 


1 °> 


271 


521 


7<7 


1061 


1361 


1627 


1973 


2273 


1 «> 


277 


523 


797 


1063 


1367 


1637 


1979 


2281 


1 ,1 


281 


641 


809 


1069 


1373 


1657 


1987 


2287 


73 


283 


547 


811 


1087 


1381 


1663 


1993 


2293 


I та 


293 


557 


821 


1091 


1399 


1667 


1997 


2297 


83 


307 ' 


663 


823 


1093 


1409 


1669 


1999 


2309 


89 


311 


669 


827 


1097 


1423 


1693 


2003 


2311 


97 


313 


571 


829 


1103 


1427 


1697 


2011 


2333 


101 


317 


677 


839 


1109 


1429 


1699 


2017 


2339 


103 


331 


687 


853 


1117 


1433 


1709 


2027 


2341 


107 


337 


693 


857 


1123 


1439 


1721 


2029 


2347 


109 


347 


599 


869 


1129 


1447 


1723 


2039 


2351 


113 


349 


601 


863 


1151 


1151 


1733 


2063 


2367 


127 


363 


607 


877 


1153 


1463 


1741 


2063 


2371 


131 


369 


613 


881 


1163 


1459 


1747 


2069 


2377 


М7 


367 


617 


883 


1171 


1471 


1753 


2081 


2381 


139 


373 


619 


887- 


1181 


1481 


1759 


2083 


2383 


149 


379 


631 


907 


1187 


1483 


1777 


2087 


2389 


151 


383 


611 


911 


1193 


1487 


1783 


2089 


2393 


167 


389 


643 


919 


1201 


1489 


1787 


2099 


2399 


163 


397 


647 


929 


1МЗ 


1493 


1789 


2111 


2411 


167 


401 


653 


937 


1217 


1499 


1801 


2113 


2417 


т 


409 


659 


941 


шз 

ш 


1511 

ш 


1811 


2129 


Ш& ^ 
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2437 


2833 


3269 


3659 


4073 


4507 


4943 


баз 


58») 




2441 


2837 


3271 


3,71 


4079 


4513 


4951 


5399 


9807 




2447 


2843 


3299 


3673 


4091 


4517 


4957 


5407 


581 




2459 


2851 


3301 


3677 


4ЮЗ 


4519 


4067 


5413 


^21 




2467 


2857 


3307 


3691 


4099 


4523 


4969 


5417 


58б 




2473 


2861 


3313 


3697 


4111 


4547 


4973 


5419 


5689 




2477 


2879 


3319 


3701 


4127 


4549 


4987 


6431 


53Иг 




2603 


2887 


3323 


3709 


4129 


4561 


4993 


5437 


ит> 




252! 


2897 


3329 


3719 


4133 


4567 


4999 


6441 


586; 




2531 


2903 


3331 


3727 


4139 


4583 


5003 


5413 


6857 




2539 


2909 


3343 


3733 


4153 


4591 


5009 


6419 


5861 




2543 


2917 


3347 


3739 


4157 


4597 


5011 


6471 


586?. 




2549 


2927 


3359 


3761 


4159 


4603 


5021 


6477 


5869 




2551 


2939 


3361 


3767 


4177 


4621 


5023 


5479 


6879; 




2557 


2953 


3371 


3769 


4201 


4637 


5039 


5483 


58а' 




2579 


2957 


3373 


3779 


4211 


4б:)9 


5061 


6601 


59№' 


^ 


2591 


2963 


3389 


3793 


4217 


4613 


5069 


5503 


59(Я 




2593 


2969 


3391 


3797 


4219 


4649 


6077 


5507 


5923 




2609 


2971 


3407 


3803 


4229 


4651 


5081 


5619 


6887 




2617 


2999 


3413 


3821 


4231 


4657 


6087 


5521 


59^ 




2621 


31М1 


3433 


3823 


4211 


4663 


5099 


6627 


5963' 




2633 


ЗОИ 


3449 


3833 


4243 


4673 


5101 


5631 


6981 




2647 


3019 


3457 


3847 


4253 


4679 


6107 


5557 


598! 




2657 


2023 


3461 


3851 


4259 


4691 


6113 


5563 


6007 




2659 


3037 


3463 


3853 


4261 


4703 


6119 


5669 


бои 




2663 


3041 


3467 


3863 


4271 


4721 


6147 


5573 


6029 




2671 


3049 


3469 


3877 


4273 


4723 


5163 


5581 


608?! 




2677 


3061 


3491 


3881 


4283 


4729 


6167 


5591 


6043. 




2683 


3067 


3499 


3889 


4289 


4733 


6171 


5623 


6047; 




2687 


3079 


3511 


3907 ■ 


4297 


4751 


6179 


5639 


6053 




2689 


3083 


3517 


3911 


4327 


4759 


5189 


5641 


тг 




2693 


3089 


3527 


В17 


4337 


4783 


5197 


5647 


607$ 




2699 


3109 


3529 


3919 


4339 


4787 


5209 


5651 


6071 




2707 


3119 


3533 


3923 


4349 


4789 


5227 


5653 


6081 




2711 


3121 


3539 


3929 


4357 


4793 


5231 


5657 


6091 




2713 


3137 


3541 


3931 


4363 


4799 


5233 


5659 


6Ш 




2719 


3163 


3647 


3943 


4373 


4801 


5237 


5669 


6Ш 




2729 


3167 


3667 


3947 


4391 


4813 


5261 


5683 


6181 




2731 


3169 


3569 


3967 


4397 


4817 


6273 


5689 


6131 




2741 


3181 


3671 


3989 


4409 


4831 


6279 


6693 


6Ш, 




2749 


3187 


3531 


4001 


4421 


4861 


6281 


6701 


61^ 




2753 


3191 


3683 


4003 


4423 


4871 


5297 


5711 


«« 




2767 


3203 


3693 


4007 


4411 


4877 


6303 


5717 




2777 


3209 


3607 


4013 


4417 


4889 


5309 


5737 


*Э 




2789 


3217 


3613 


4019 


4151 


4903 


5323 


5741 






2791 


3221 


3617 


4021 


4467 


4909 


5333 


5743 




2797 


3229 


3623 


4027 


4463 


4919 


5347 


5749 


6М! 




2801 


3251 


3631 


4Ш9 


4481 


4931 


6361 


5779 


621»! 




2803 


3263 


3637 


4051 


4483 


4933 


6381 


5783 


Ы* 


/ 2319 . 


3257 


ШЗ 


4057 


4493 


4та 


5487 


6791 


Ш\ 



' 
















' 


6229 


6679 


7121 


7577 


8033 


8521 


8951 


9103 


9839 


6М7 


11689 


7127 


7583 


8059 


8527 


8963 


М13 


9861 


6257 


6691 


7129 


7589 


8069 


8537 


8969 


9419 


9857 


ь-гш 


6701 


7151 


7591 


8081 


8539 


8971 


9421 


9859 


6269 


6709 


71511 


7603 


8087 


8543 


899!| 


9431 


!187| 


6271 


6719 


7177 


7607 


8089 


8563 


9001 


9437 


988:1 


6277 


6733 


71»? 


7621 


8093 


8573 


9007 


9439 


9887 


6287 


6737 


7193 


7639 


8101 


8581 


9011 


91(>1 


9901 


6299 


6761 


7207 


7643 


8111 


8597 


9013 


9463 


9907 


6301 


6763 


7211 


7649 


8117 


8599 


9029 


910? 


9923 


6311 


6779 


7213 


7669 


8123 


8609 


9041 


9473 


9929 


6317 


6781 


7219 


7673 


8147 


8623 


9043 


9479 


9931 


- 6323 


6791 


7229 


7681 


8161 


8627 


9049 


9491 


9941 


6329 


6793 


7237 


7687 


8167 


8629 


9059 


9197 


9949 


6337 


6803 


7243 


7691 


8171 


8641 


9067 


9511 


9967 


6341 


6823 


7247 


7699 


8179 


8647 


9091 


9521 


9973 


6353 


6827 


7253 


7703 


8191 


8663 


9103 


9633 




6389 


6829 


7283 


7717 


8209 


8669 


9109 


9639 




6361 


6833 


7297 


7723 


8219 


8677 


9127 


9547 




6367 


6841 


7307 


7727 


8221 


8681 


9133 


9551 




6373 


6867 


7309 


7741 


8231 


8689 


9137 


9587 




6379 


6863 


7321 


7753 


8233 


8693 


9151 


9601 




6389 


6869 


7331 


7757 


8237 


8699 


9157 


9613 




6397 


6871 


7333 


7759 


8243 


8707 


9161 


9619 




6421 


6883 


7349 


7789 


8263 


8713 


9173 


9623 




6427 


6899 


7351 


7793 


8269 


8719 


9181 


9629 




6449 


6907 


7369 


7817 


8273 


8731 


9187 


9631 




6451 


6911 


7393 


7823 


8287 


8737 


9199 


9643 




6469 


6917 


7411 


7829 


8291 


8741 


9203 


9649 




6173 


6947 


7417 


7811 


8293 


8747 


9209 


9661 




«81 


6949 


7433 


7853 


8297 


8753 


9221 


9677 




6491 


6959 


7451 


7867 


8311 


8761 


9227 


9679 




6521 


6961 


7457 


7873 


8317 


8779 


9239 


9689 




6529 


6967 


7459 


7877 


8329 


8783 


9241 


9697 




6547 


6971 


7477 


7879 


8353 


8803 


9257 


9719 




6551 


6977 


7481 


7883 


8363 


8807 


9277 


9721 




6563 


6983 


7487 


7901 


8369 


8819 


9281 


9733 




6563 


6991 


7489 


7907 


8377 


8921 


9283 


9739 




6569 


6997 


7499 


7919 


8387 


8831 


9293 


9743 




6571 


7001 


7507 


7927 


8389 


8837 


9311 


9749 




6577 


7013 


7517 


7933 


8419 


8839 


9319 


9767 




65И1 


7019 


752:1 


7937 


8423 


8849 


9323 


9769 




6698 


7027 


7529 


7949 


8429 


8861 


9337 


9781 




6607 


7039 


7537 


7951 


8431 


8863 


9341 


9787 




6619 


7043 


7541 


7963 


8443 


8887 


9343 


9791 




6637 


7057 


7547 


7993 


8447 


8893 


9349 


9803 




6653 


7069 


7549 


8009 


8461 


8923 


9371 


9811 




6659 


7079 


7559 


8011 


8467 


6929 


9377 


9817 




6661 


7103 


7561 


8017 


8501 


8933 


9391 


9829 


^ 


6ЙЗ 


7109 


7573 


8(Ш 


аыл 


\ ».т 


\ тап 


\ ^ййй. 


^^И 



*-^- 



•..■> 






"■> 



^. <ёслиёаноёь. 



БЕЗКОНЕЧНЫЯ 



ДЕСЯТИЧНЫЯ ДРОБИ 



ЙРРАЦЮНАЛЬНЫЯ ЧИСЛА. 



САНКТПЕТЕРБ5^РГЪ. 

ТИП01ТАФ1Я ИЫСИРДТОРОКОЙ АКАДКЫ1В ВАСКЬ. 

Вм. Остр., Вша., и XV. 

1907. 



^ 


. ■• '1 




Введемъ обозваченш 




Л = «оН-Й-*-Й-»------^^- 




Предпо^ожинъ, что дано положитедьаое чисю а (ц*лое ва^ 




дробное). 




Если окажется, что п^и нгькоторот п 




А^><х, 




то мы будемъ говорить, что а часть совокупности о. 




Если же при всякомъ п 




л<«. 



^5 = 0,31245 > а, 




то а — нечасть совокупности а. 

Напр., 

я = 0,312457 , « = 

Такъ какъ 

то а — часть а. 

При всякомъ п ии-Ёемъ 

8 1 2 4 9 Э ^ 

Л< 0-^-10'*" То* "^ 10» "*"105"^№'^10г"^-- * ■"*"Т^' 

такъ какъ предполагается, что а безковечная десятичная дробь 
и потому каждый десятичный знакъ меньше 10. 

Принимая во вниман1е, что 

9^ _9_ _9^ ^ 1 

10 ~*~ 10' "*" 103 "*" ■ • ■ ■ "*" 10"" — ^ 10"» 

получниъ, что при всякоиъ т 

10 10* "*■ 10* ~ 



3). ^с^либапоёъ . 



БЕЗКОНЕЧНЫЯ 



ДЕСЯТИЧНЫЯ ДРОБИ 



И 



ИРРАЩОНАЛЬНЫЯ ЧИСЛА. 



^^Н^ 



САНКТПЕТЕРВУРГЪ. 

ТИПОГРАФ1Я ИМПЕРАТОРСКОЙ АКАДЕМ1И НАУКЬ, 

Вас. Остр., 9 1ИН., Л* 12. 

1907. 



ВВЕДЕН1Е. 



Предподожииъ, что мы желаемъ дробь ^ обратить въ деся- 
тичную. Произведя д^1ен1е, найдемъ 



I 165 

I 60 

Ш 33 

^^^^ 170 

^^^Н 165 

^^^Р Какъ вадимъ, въ частномъ будутъ неизм'Ённо повторяться 
I цифры 1, 5, 1, 5,. . . ., и получается безконечная пер10дическая 
десятичная дробь 

0,151515 

[ Утверждать, что 

' " 0,151515 X 33=5, 



иы не можемъ, пока ое объяснено, что мы понииаеыъ оодъ про- 
изведен1емъ безковечной десятичной дроби на п,-1лое число. 



Безковечвыя десятичвыя дроби по^учаются также при I 
В1ечен1и корней. Напр. 

•/2 = 1,4142 



2834 I 11900 
I 11298 
28282 I 60400 

Это вычис1ен1е не можетъ окончиться, такъ какъ извйсгао^ 
что квадратъ целого числа не можегь равняться двумъ и квадрата 
несократимой дроби не иожетъ равняться целому числу. 

Прежде ч4нъ утверждать, что квадратъ безконечной деся- 
тичной дроби 

1,4142 

равняется двумъ, надоопред^лить, что называется произведешемъ 
двухъ беэконечеыхъ дробей. 

Изъ сказаннаго ясно, насколько важно изучить свойства 
безконечныхъ десятичныхъ дробей в опред'Ьлить д'1йств1я надъ 
ними. Это и составитъ предиетъ настоящей зам-Ьткв. 



БеЗЕОнечныя десятичныя дроби. 



I 1. Совокупность безчисденнаго множества эдементовг. 
Мы буденъ разсматривать совокупность 

%1 10' №'• ■ • • 1 

гд* Од, а^, а^, , . . . аЬлыя положательныя чвсла или нули. Такая 
совокупность дана, если каждому значеетю и соотв'Ьтствуетъ опре- 
Д'Ьленеое значев1е числа а^. Будеиъ для краткости обозначать 
эту совокуиыость буквою а и будеиъ писать 



10' №' 



Если вс^ числа 



меньше 10, то а есть безконечная десятичная дробь. 
Если, начиная съ нЪкотораго к, 

«А=0, П(^1 = 0, О4^я = 0,...., 

то а — конечная десятичная дробь. 

Если вс'1; элементы, начиная съ а^, равны нулю, то о есть 
ц'Ьлое число Ящ. 

$ 2. Часть и нечасть совокупности. Дана совокупность 

я = (оо, хк-, ^> )■ 




— 4 — 
Введемъ обозвачен1е 

Предпоюжиыъ, что даао положительное число а (д'Ёлое ила 
дробное). 

Бслн окажется, что при нпкоторомг п 

то мы будемъ говорить, что а часть совокупности я. 
Если же при всякомъ п 

то л — печасть совокупности а. 

Напр., 

а = 0,312457 , « = 0,3124. 

Такъ какъ 

^5 = 0,31245 > а, 
то а — часть а. 

При вснкоиъ п им-Ёеыъ 

А. <- " "*" 10 ~*~ 10* "*" 10" "*~ 10* "^ 10° 10* ■ ■ • ~*~ 10»»' 

такъ какъ предполагается, что а безконечная десятичная дробь 
и потому каждый десятичный знакъ меньше 10. 

Принимая во внимание, что 



10 10' 103 ■ ■ 

полу^имъ, что при всякоиъ т 



.= 1- 



.-•-ййй<1. 



^ -- V 


На этомъ основав!^ ^^^Н 


9 9 _^, ^ ^ 1 _^^Н 

10* 10" 10" "^ 10* ^^^^1 


^^И 


^„< 0,31^5. ^^Н 


СхЬя. число 0,3125 — нечасть а. V 


Изъ оаред^1ен1й части в нечасти сл'Ёдуютъ теореыы: Н 


1) Если а часть а и а > р, то ^ тоже часть а. Щ 


2) Если л нечасть а и а < р, то ^ тоже нечасть а. ^^^И 


3) Дана совокупность ^^^Ц 


«=(<■.. Й. Г* )• ^Ш 


Если не вс-Ё числа ^^^| 


»,^1> а^а. ^„н-к ^^1 


равны нулю, то ^^^Н 


Л=«.-Й-,^н-....-н^ь, ^Ш 


^ш 


1 4) Если (при обозначешяхъ теорены 3} всё числа ^^^Н 


«„*!, «п^>, «ГМ-8,- - р,.,, ^^Н 


иеньше 10, то ^^^^Н 


л.^^ ^ 


вечасть а. 


5) Если а конечная десятичная дробь и а > а, то а часть а; 


если же а<а, то о — нечасть а. 


$ 3. Равенство двухъ совокупностей. Даны двй совокуп- 


ности а и &. 


Можегь случиться, что всякая часть а есть часть Ь и всякая 


часть Ь есть часть й. Въ такомъ случа-Ь мы будемъ говорить, 


что а равно Ь в писать: а = &. ^^ 



Изъ этого опред1к1ешя сл^дують теоремы : 

1) Если а = Ь, то 6 = 0. 

2) Если а = Ь, Ь ^ с, то а = с. 

Для прни^ра разсыотрииъ совокупности 

« = (0,± Х,....),4 = (1,й,^ 

Зд'Ёсь при Бснкоыъ п (кроагЁ и =: 0) 
а„—9 и г1„ = 0. 



- нечасть а, такъ какъ 



1 ^_ 



10" 



, сл'Ёд., при ВСЯКОМЪ П 



Л<1- 

Всякое положительное число а меньшее единицы есть часть о, 
Въ саиомъ Д'Ьл'Ё, мы удовлетворииъ веравеыству 

если выберемъ п такъ; чтобы 

Что касается до совокупности Ъ, то при всякомъ и 

и, сл'Ьд., 1 — нечасть Ь, всякая же положительная правильная 
дробь « есть часть Ъ, такъ какъ 

На основании высказаннаго онред'Ьлен1я мы ии'бемъ 



г Точно тг 

^ Пои изс^ 



Точно такъ же иы уб'^диися, что, напр., 

0,324999..,. = 0,325. 

При изсхбдоваши равенства двуть совокупностей достаточно 
предполагать и равнымъ конечной десятичной дроби. 

Предположимъ, что мы уб'Ьдились, что данныя совокупности 
а а Ъ таковы, что всякая дробь г^, которая есть часть а, въ 
то же время — часть Ъ и обратно. 



составляющая часть 



Мы утверждаенъ, что всякая «^ 
а, будетъ и часть Ъ. 

Если -^ — часть а, то при в'Ькоторомъ я 

Предположимъ, что — — нечасть Ъ. Въ такомъ случае при 
всякомъ и 



} 



Можно найти такое ц-Ёлое положительное число т, что 

Для этого достаточно удовлетворить нераВе&'ству"''^"'^ '- 
10*" > — ^ — . 



(-ОШч'^чИ 



Отсюда сл'Ьдуетъ, что нри н^Бкоторомъ д-&лом'ь положитель- 
аомъ с будугь им-Ьть ы4сто неравенства 



.;(;•,.*» (ГЧ«[Ш1>ЕЛ 



10'".^„>с> 10*" 



Л.>Т^>^ 



:7вР X -Л!»! ^сТ 



I Эт 

Г наго и 

Г 



Это показываеть, что ^^ — часть а. На основанти сд-Ь^аа- 
наго предположев1я т^ — часть Ъ, т.-е. прк н'Ькоторомъ п 



Г 



Но такъ какъ при всякомъ п 



Ю"' ^ я » 

что оротявор'Ёчитъ вышенаписанноиу неравенству. 

Точно такъ же уб^дямся^ что всякая дробь ^, составляющая 
часть Ь, будетъ и часть а. 

Итакъ высказанная теореиа доказана. 

$ 4. Опредтыете понятгй «.больше-» и уменьшен. Возьиеиъ 
дв-Ь конечныхъ десятичныхъ дроби а и й в предположимъ, что 

а>Ь. 

На основаши теоремы 5-ой (§ 2) мы иожемъ утверждать, что 

1) существуетъ число а, которое есть часть а и нечасть Ь; 

2) всякая часть Ъ есть часть а. 

Предположимъ теперь, что « и Ь как1я-нибудь совокупноств 
неравныя между собой. Въ такомъ случае существуетъ чнсю а, 
которое есть часть одной нзъ этихъ совокупностей и нечасть 
д^>угой. Пусть а часть а и нечасть Ь. 

Изсл^дуемъ, существуетъ ли число р, которое есть часть Ь 
и нечасть а. 

Такъ какъ а часть а н нечасть Ь, то при н'Ёкоторомъ п п 




и ори ВСЛКОМЪ п 



В„<а. 
Ес^и ^ часть Ъ и вечасть а, то при н'Ькоторомъ п 



и при ВСЯКОИЪ П 

Изъ неравенств* 

сл'Ьдуетъ, что 
неравенства же 



приводить къ противоположноиу заключешю, что 

Такимъ образомъ получаеиъ следующую теорему: 

Если число а есть часть совокупности а и нечасть Ь, то 
всякая часть Ь есть часть а. 

Бъ этомъ случае ыы будемъ говорить, что а больше Ь и 6 
меньше а : 

аУ'Ъ, Ъ<Са. 
Предсоложимъ, что 

а |> Ь, й > с . 

На оспованш определения существуютъ таыя числа а и ^, что 
а — часть «, а — иечасть й, 
^ — часть Й, р-^еечастьс. 

По доказанной теореы'Ь 

|3 — часть б, 
а такъ какъ р — нечасть с, то 

а-^с, ' ' '"^ 



^ И1 

^^^ то 



ч>Ь, Ъ>с, 



Дана беэковечная десятичная дробь 



Если не есть числа 

%^х, «„Ч-в. 

вны нулю, то 

Чтобы доказать эту теорему, предположимъ, что 
а„_^„ не = 0. 



Такъ какъ число 






есть часть а и нечасть А^, то 



Если не есть числа 



равпы 5, то 






которое — часть -^-^-тр н нечасть я, что н доказываетъ вы- 
сказанную теорему. 



ГПр 
двтипес 
тривал1 
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Примпчатс. На лекщяхъ по введенш въ теорш ана- 
двтипескихъ Функщй Вейерштрассъ ("УУ'е1ег81га88) разсма- 
тривалъ совокупности вида 



и установилъ П0НЯТ1Я «равное, «больше» и «щеыьше». Объ 
этомъ можво найти въ стать-Ь Пинкерле (Р111сЬег1е), напе- 
чатанной въ 1880 году въ 18 том-Ь журнала ВаМа^Иш. 

Въ настоящей заи'Ьтк^ мы воспользовались мыслями 
Вейерштрасса и, для достижен1я ббльшей простоты изло- 
жен1я, ограничились раэеиотр'&н1емъ совокупностей вида 



§ 5. Совокупность равная безконечности. 

Можетъ случиться, что всякое число а есть часть данной 
совокупности а. Въ такомъ случа'Ь будеыъ говорить, что а равно 
безконечности: 

а = оо. от ,Ч = ЧВ ,-■ 

Напр., 

"~1^^» 10' 10»' 10"* ■ ■ •' 10" '■•■•) 



Въ этомъ случае 



.«МАТН ■ 



И при достаточно большомъ п число А^ превзойдетъ какое угодно 
данное число л. 

Сл"Едовательно, а — часть я, и потому 



Изъ опред'Ьлен1я равенства (§ 3) и неравенства (§ 4} сл*- 
дуютъ теоремы: 




Докажемъ, что 

Л -^ с > Ь. 

Такъ какъ с не ^ О, то по крайней м4рй одно изъ чвседъ 
Со, с-„ (,„, 

не равно ну^ю. Предположинъ, напр., что с^ не = 0. Въ такой 
случае число 



&0 -ь с. -Н -^ 



10» "^ 10* 1о*-и 



есть часть совокунтюсти 

(''. + ':., -Т5-'. ТоН ) 

равной Ь~*-с и — нечастьЬ. С^Ьд. высказанная теорема доказана. 
Предооложвмъ, что 
Докажеыъ, что 



а>Ь. 
ач-с'^ Ь-*- с. 



Въ самомъ А-ЬхЬ, изъ того, что о >■ Ь с^'Ьдуегь, что при н^- 
которомъ (^ >■ О 

а = Ь -*-({. 

На основан1в сочетательнаго и перестановительнаго законовъ 
ии^еыъ 

а-*-с=ф-*-с1)-*'С = Ь-*'((1-л~с) = Ь-*-{с-*-Л)=(Ъ-*-с)-»~^, 

откуда с^4дувть, что 

а -*- е 'Р' Ь -§- с 

на основан1я только что доказанной теоремы. 

( 9. Умножете. Даны дв-Ь безконечныхъ десятичныхъ дроб*1 
а=(а«, ^, ^ ^ 
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Требуется доказать, что а равно 

'=(».. ?ь.^ ). 

гд-Ё каждое изъ чнсе^ъ \, Ь^, Ъ^,. . . . меньше 10. 

Такъ какъ а не = оо, то существуетъ число а — нечасть о. 
Возьмемъ ц*лое число ^Г большее а. По теорем* 2-ой (§ 2), N 
— нечасть а. 

Если нуль — нечасть а, то теорема доказана, такъ какъ въ 
этомъ случй'6 

0=0. 

Если же а не = О, то О — часть я. 
Въ ряду чиселъ 

О, 1, 2, ,N—\,N 

первый члевъ часть а, а посл^днш — нечасть. Поэтому найдутся 
так1е два члена этого ряда 

что Ьц — часть а, а (Ь(,-1-1) — нечасть а. 
Точно такъ же въ ряду 

найдутся так1я два числа 



что первое изъ нихъ часть а, а второе — нечасть а. 

Такиыъ образоиъ получается бесконечная десятичная дробь 



элементы которой определяются пзъ услов1я, что при всякоиъ 7> 
В„ — часть а, а. В^-*- г^ — ночасть а. 
На освовав1И теореиы, доказанной въ конц'Ь § 3, мы им'&еиъ 

' сл^д-, наша теорема доказапа. 

Перейдемъ къ осред'Ьлен1ю д*нств1Й падъ безкоЕшчными деся- 
тичными дробями. 

Если въ данной безконечной десятичной дроби 



всЬ числа «5, а^, о,, . . . .раввы 9, то 
я = а. -.- 1 : 



если же при п > О 



и о„ < 9, то получаем> конечную десятичную дробь 



а = 



10' 10" 



10"- 



10" 



Поэтому мы будемъ предполагать въ посл^Ьдующяхъ пара- 
граФвхъ, что въ данной безкопечной десятичной дроби а не вс-Ь 
числа 

Оп-Ы' «п-ьЯ. ««-.-81 

равны 9, какъ бы пи было велико п. 

% 7. Сложенге. Даны дв-Ь безконечныхъ деснтичныхъ дроби 



Разсиотринъ совокупность 
Полагая 



10" 



получинъ, что при достаточно большомъ « 

■ц, ^ 1 2.9 2.9 2.9 

ЛГ„<°.-ьЬо^-Гу-^Ш5-н....-.-да. 
Такъ какъ при всякоиъ п 

10 "*" 10' "'"■■■■"*" 10" ^ ' 

ТО '«■' 

СхЬд., »» не = оо и по теоревгЬ, доказанной въ § 6, совокуп- 
ность т равняется некоторой безкопечной десятичной дроби 

с = (Со. ^) т^) )» 

которую будемъ называть суммою они: 



Это опред'^Блен1е сюжен!» распространяется на как1я угодно 
совокупности неравный безконечноств. 

, При всякомъ к 

Поэтому й'+'Ъ даетъ ту же совокупность т, какъ и й -ь о. 
Точно такъ же (а -»- Ь) -+- с и а-\-ф-*-с) приводятся къ одной и 
той же совокупности т. 

Такииъ образомъ по лучаемъ теоремы : 

ан-Ь=:Ь-1-а, (о -I- Ь) -н с = а -+- (Ь -4- с). 



% 8. Вычитате. Предположимъ, что данный безкоаечныя 
десятичный дроби 

«=(«о> й' ^' )' 



Ь = (Ьо, ^^, ^, 



таковы, что 



, = Ь*_,. «*>^- 



Такъ каш, не вс* числа Ь^^,, Ь».^,. . . .равны 9, то, пред- 
полагая, что Ь^ не^ 9, получииъ число 









10^10»^ 10* 10*-^! 10*-^р' 

которое — часть а я нечасть Ъ. Поэтому 

Докажеиъ, что можно найти такое с, что 

и с не = 0. 

Такая безкоеечная десятичная дробь г называется розмость» 
аиЪ: 

с = а — Ь. 

Если бы оказалось, что всЬ числа 

«Л-..П а*^' «1-5. • •• 

соответственно не меньше чиселъ 

Ь*_11 Ь,_.- /',.^,, 



■'А-ьг' 



ТО 



/„0 
■^ = (0. 10. 10^' 

Такъ какъ 



"к — Ч Ок*.1~Ь1^^ 
10* ' 10*-^1 ' 



- И 0^>Ь^, 
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Если бы н4которыя изъ чиселъ 

«1*.. <'(-.^. "!*.> 

были С1)отв15тственно меньше чиселъ 

'.*!. »1-*4„ ^,^. 

ТО безконечяую десятичвую дробь о зам'Ьаяемъ равыою ей сово- 
купностью 

1 а^^, -4- 9 а/^ 



1 



, 0> 10' 10^' 



10*— 



10* 



10*+ 



10* -1-2 



Изъ опред-Ьлен1я сложения сл^дуеть, что 



0|Ь-|-1+9-Ь^-|.1 о*-ц-+0-''|&+1 
' 10*+!. ' 10*+" 



V ' 10' Ю"'"-' 1о*-1' 10* 

Эта совокупность не равна безконечности и, сл-Ьд., можетъ 
быть заменена безконечпою десятичною дробью. 

Не можетъ с равняться нулю, въ нротввномъ случа'Ь было бы 

Такъ накъ всЬ числа Ьд_^1, ?*(_^.з^■ • - . не превосходя гъ 9, то 
«4^1 = 0, «,_,= 0, «,^, = 0,.... 



"Л-Ь! " 



"«-+■«" 



"*-*-«- 



а мы предполагали, что не всЬ числа &^_^,, ^*-а> V 
равны 9. 



Предположиыъ, что даны двЬ безконечныхъ десятпчпыхъ 



дроби 



Ь = {Ь„ '■ 



.'-'2 



гД'Ь с не =: О, 
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элементы которой опред-Ь1пются пзъ условия, что при всякомъ п 
В^ — часть а, а Л^ -*- гд| — ночасть а. 
На основати теоремы, локазашюй въ конц-Ь § 3, мы иы-бенъ 

и, сл^бд., наша теорема доказаиа. 

Перейдеиъ къ опред'иеи1ю дЬйств1Й надъ бесконечными деся- 
тичными дробями. 

Если въ данной безконечной десятичной дроби 
'^ = ('^0, Т5; 1^> . Т#и ) 

всЬ числа а,, а,, Од,. . . .равны 9, то 

я = йд -н 1 ; 
если же при и > О 

и я^ < 9, то получаем* конечную десятичную дробь 

« — |^<»0! 10) 101' ' 10"-!' Ю"» }' 

Поэтому мы будемъ предполагать въ пэсл^дующихъ пара- 
граФахъ, что въ данной безконсчной десягвчтюй дроби а не всЪ 
числа 

а„^1, й„4.а. Пя+8, 

равны 9, какъ бы пи было велико п. 

I 7. Сложеше. Даны дв-Ь безконечвыхъ десятичныхъ дроби 



|1Л 



1, 0) 10» 10» > 



^™ 


^ 


Раэсиотрииъ совокупность 




« = (".-».. ^. =т?^-.- 


...). 


По1агая 




Ж„ = о„ ч- й„ ч- ^1^ -4- ^!^^ -н . . 


■ ■-*-М'", 



получииъ, что при достаточно болыпонъ п 

■м ^ I 2.9 2.9 2.9 

Такъ какъ при всякомъ я 

10 "^ 10* "•" "*" 10" '^ ' 

№ ' ^^^ 

■^^„<К~»-1)н-(Ьо^-1). 

Сл4д., от не = оо и по теорем*, доказанной въ § 6, совокуп- 
ность т равняется н'Ькоторой безкоиечаой десятичной дроби 

/ с, ^ \ . Н 

'^~"Го> 10' да' р 

которую будемъ называть суммою о и Ь: 

с = а н- 6, 

Это опред'6лен1е сложен1я распространяется на как1я угодно 
совокупности неравныя безконечности. 

При всякомъ к 

Поэтому а -1-6 даетъ ту же совокупность т, какъ и й-но. 
Точно такъ же (о -н й) -I- с и ач-(Ь-*-с) приводятся къ одной и 
той же совокупности т. 

Такинъ образомъ получаеиъ теоремы : 

а-*-Ь = Ъч-а, (а -♦- Ь) -»- с := о -»- (Ь -I- с). 



$ 8. Вычитате. ПредположЕиъ, тго данный безЕонечвыя 
десятвчвыя дроби 



таковы, что 



10' 10»' 



. а4_, = г-4_„ а^>Ь^. 



Такъ какъ не всЬ числа Ь^^р Ь^_^,. . . .равны 9, то, иред- 
полагая, что Ь^^ не ^ 9, получииъ число 

о **" 10 "•" 10* "^ ■ ■ • ■ ~^ 10* "*" 10*+1 ~*~ "*" 10*-^' 

которое — часть а я нечасть Ь. Поэтому 

а>Ь. 

Докажеиъ, что можно аантя такое с, что 

а = Ь-ьс 
и с не :^ 0. 

Такая безконечная десятичная дробь с называется разностью 
анЬ: 

с = а — Ь. 

Есля бы оказалось, что вс15 числа 

я*-^п а*^-11' «*-з. 

соотв-Ьтственно не меньше чиселъ 



ТО 



' = (<'■ 10. №>■ 

Такъ какъ 



10*- 



Ч — Ч Р^-ы — Ь^ч-! 

' 10* ' 10*-*-! 



^>^ "".>'.. 
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!сля бы н-бкоторын нзъ чиселъ 



^^^В!сля бы аЪ 

^^^ "*_ц, "А_»Л' "*-*-Э1 

I были соотв^тствевно меньше чиселъ 

I 

I ТО безконечиую десятичную дробь о зам-Ьняемъ равною ей сово- 
I купаостью 

»-9 04^^^ -^ 



\,"0) 10' №' ' 10*— 1' 10* ' 10*- 

Изъ опред'Ьлеа1я сложен1я сл^дуетъ, что 



10*-^ 



' 10*- 



10* ' 10*+1 ' 10*-*-» 



Эта совокупность не равна безкоиечности и, сзЬц., иожетъ 
быть заы'Ьнена безконечною десятичною дробью. 

Не можетъ с равняться нулю, въ нротивномъ случа'Ь было бы 

Такъ какъ всЬ числа Й(^1, Ь^^э! ■ ■ ■ • чв превосходятъ 9, то 
я*^1 = 0, а^^а = 0. «4^ = 0,.... 

Ь*_^. = 9. Ь.^,= 9, Ь,^=9 

а мы Ередполагали, что не всЬ числа Ь^.^ ^*^.а, Ь. д,, . . . 



Предположиыъ, что даны двЬ безконечныхъ десятпчныхъ 
дроби 

ь-(ь>.%,^ ). 

" ■ : , .я г 

" = ("»' 10' я? )' 

гд* с не ^ 0. 
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Докажемъ, что 



/л- « > Ь. 
Такъ какъ с не = О, то по крайней М'ЬрЬ одно изъ чиселъ 



1 



не равно иулю. Предположимъ, иапр,, что с^ нв = 0. Въ такомъ 
случа"! число 

, Ь, -НС, Ь,-*-е, Ь*-«-С1 — 1 Ь*^_1-«-9 
Ол -ь Сп -н ■ ',„ ' -+■ -^ - - . -И -*- ■ ■..-•- -^ — т *- -^^ 

" <* 10 101 [О* 10*-»-1 

есть часть совокупности 

равной 6-ьс и — печастьЬ. Сл-Ьд. высназавная теорема доказана. 
Предположимъ, что 
Докажемъ, что 



о>6. 



Въ саиомъ д'1&л'Ь, изъ того, что аУ>Ь сл'Ьдуетъ, что при н*- 
котороиъ й > О 

На осноБан1и сочетательнаго и перестановнтельнаго законовъ 
ии'^еиъ 

а-*-с^ф~^-<^)-^-с=^Ъ-^-(<^-^-с)=^Ь-^-(с~^'^}:=ф-^-с)-^-Л, 

откуда сл-Ьдуегъ, что 

а-*-с "р-Ьч-с 

на основан1н только что доказанной теоремы, 

$ 9. Умтжете. Даны дв'б безконечныхъ десятичныхъ дроби 



10' 10»' 



Составимъ совокупность 

т, ^ Од Ь, -I- а^ 6, -I- о^ йо, , . , . 

«1^ = йо й„ -ь о, Ь„_^ ■+- «а Ь„_з -ь . . . . -I- й„ Ьц, . . . . 

Докажемъ, что т не =; оо. Чтобы въ этоиъ убедиться, надо 
показать, что при всякомъ п число 

меньше н^Ькотораго числа. 

Такъ какъ всЬ числа о^, а^, Од,...,, 6^, Ь„ Ьд,.... не 
превосходятъ 9 и н1Ькоторыя изъ нияъ меньше 9, то при доста- 
точно большомъ п 

-чг ^ г, Оо.Э-ч-ЬоЭ ао.9-<-9.9+Ьп.Э Яо.9+(«— 1).9.9-«-Ьо.9 



Это неравенство можно еще переписать сл'бдующимъ об- 
разомъ 

,/9 9 9\ Э/9 2.9 (п— 1).9\ 

-^*о 1то-^№ -^■■■■^Н'^10 ^П)-*-^о»-^■■■■-»--Го'^^^^• 
Наиъ изв^Ьстно, что при всякомъ п 



Такъ какъ 



I 2^ 3^ (п- 



10 10= 103 



10"— 1 

9 
"10"— I 



ТО эта сумма меньше, ч-Ьмъ 
И, сл^Ьд., 



Поэтоиу 



'ХОЗ-*-—--^ 10"— 1 ^ < 10"^ 10^ "*"■■■■"•" 10"— 1*^ ^• 

Л/„ < йо 6(, -•- йо -ь 6о -•- 1 1 

Итакъ )я не =: оо и потому т равно п-Ькоторой безконечной 
дссятичнов дроби 

'^~('^'»' 10' №' )' 

которая называется произведенгемг дробей ажЪ: 

с^а.Ь, или с=аЬ. 

Такъ какъ пересгановнтедьный законъ уиножеа1я спра- 
ведливъ для ц'Ьлыхъ ноложительиыхъ чиселъ, то произвсденхя 
а.Ь и Ъ.а приводятся къ одной и той же совокупности иг. Поэтому 

а.Ь = Ь.а. 

Точно такъ же убедимся, что 

{а.Ъ).с = а.(Ь.с) 




(а -*- Ь) . с ^ (I . с ч~ Ъ . с. 



Если а или Ъ равны нулю, то веб элементы совокупности т 
равиы вулю и потому 

Предположнмъ, что а ое = О и 6 не = 0. Въ такомъ случа-Ь 
при Б'Ькоторыхъ р я ^ им-Ьемъ 






, = О, «р не = О, 
= 0, Ь не = 0. 



Совокупность т содержигь элеиентъ -^^г^д ^^ равный нулю. 
Поэтому т, а, сл-Ьд,, и о.Ь не равно нулю. 

Если я > &, то 

а = Ь-*-Л, и й не = 0. 

Отсюда сл^Ьдуеть, что при с неравноиъ нулю 

ас = {Ь ~*-А) с=^Ьс~ь- Ас. 
Такъ какъ ёс не = О, то 

ас > Ъс. 
Итакъ, если я > Ь и с >> О, то 
ас'^Ьс. 
ЬПредположишъ, что данную безконечную десятичную дробь 



надо помножить на 10. По изложенному правилу оолучимъ сово- 
купность 

/,„ 10а, Юа, ]0о, \ 



равную безковечиой десятичной дроби 
(10я,,-1-я,, ^, ^, 



Этотъ результатъ обыкновенно обозначають такамъ обра- 
эонъ. Если 

а ^ йо -•- О, о^ о^ Од . . . . , 



Если, напр., 



100=: 10(То-Ч-0(-»-0, ЙдОд. 

= 35,172304 , 

= 351,72304 



Дана безЕонечная десятичная дробь 

а = 0,151515 

На основан1и вышесказаннаго 

10а=1,51515 , 

1000=15,1515 

Изъ опред-Ьлев1я суммы сл4дуетъ, что 

15,1515 = 15-ьО,1515. 

]отому 

100а=15-1-й, 

99а=15, 

33а = 5. 



СлП., 



а = 



33 ■ 



При помощи подобныхъ разсужден1Й можно уб-бдиться, что 
всякая пергодическая десятичная дробь равняется частному отъ 
дгьлетя двухь цгьлыхг чиселг. 
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$ 10. Дпленге. Даны двЬ безконечныхъ десятичныхъ дробя 
а и Ь, |'Д'6 Ь не ^ 0. Докаженъ, что существуетъ такая безко- 

вечная десятичная дробь с, что 

й,с = «. 
Такая дробь с ваз. чаапнымъ отъ д1^лев1я а на Ъ: 
с = а:Ь, или с = у. 
Ь, Ь, 



Такъ какъ 



не равво нулю, то по крайней а-Ър-к одно изъ чиселъ 

ь., ь„ 6,,.... 
не=0. Предположимъ, что 

Ьд = О, &1 = О, , Ь^_1 = О, &4 не = 0. 

Найдется такое Ц'Ьлое положительное число Л'', что 
ЪК>а. 



Такъ какъ 



Ь>^, ».-н1>»> 



то требуемое неравенство будетъ удовлетворено, если 



^Л'>о„-^1, 



Л'> 



[адЧ-1).10» 



Въ ряду безконечныхъ десятичныхъ дробей 

Ь.О, ЬЛ, 6.2, , Ь.М 

найдутся так1е два члена 

Ь.с, п Ь.{с,-*-1), 



6, (;„<«, Ь.[СпЧ- 1)У- а. 
Если Ъ.Сд = а, то с = Сц и наша задача р-Ьшепа. 
Если же й . Го < о, то въ ряду 

Ь.с„Ь.[с,^Г^ ь.{с,+ 1),Ь.(с,-^1) 

найдутся так1е два члена 



гд'Ь с^, <9, что 



Ь.(с,ч-'^)<а, Ъ.[с,ч-'^)>-а. 



то вычислевю окончено. 
Если же 



^-('^оН-Й)<«. 



то изложенный процесеъ необходимо продолжить дад'Ье. 
Въ результате получается безконечная десятичная дробь 



обладающая ттЬмъ свойствомъ, что 

Ь.С„<а, Ъ.(с^ч-^)>а. 

Если при н4которомъ и 

&.С„=о, 
то с= С^а 

Ъ.с=-а. 

Предположимъ, что при всякомъ » 

Ъ.С<а, Ъ.(Пч--г^]>а. 



Докажеиъ, что и въ этомъ случа-Ь ' 

6 , с =: я. 

Такъ какъ 

«< р. -ь да. «>''•<'.. 

ТО 

ь.с-й<б.(с.-»-^)-г>.о„ 

ЖЛ 

Ь.с—а<Ь-~. 
Изъ неравенствъ 

сл'бдуегь, что 

ял 

Ь.с — а>— &■ ~. 

Такъ какъ Ь<С\-1-1, то получееныя два неравевства 
можно яамЬшть одпимъ 

\Ь.с-а\<{Ъ,^1)-^, 

л*вая часть котораго есть абсолютное зпачеше разности Ь.с — я. 

Если Ь.с — а не равно нулю, то въ безкоеечпой десятичной 
дроби 

\Ъ.с — а\ = [а„ %, ^,....) 

при п-§котороиъ к 

(^3 = О, ^1 = О, . . . , (?4_, = О, (^4 не = 0. 

Такъ какъ 




то мы получаемъ, что при всякомъ п 



10" < 
что невозиожно. Следовательно, 



Если а а Ь ц'Ьлыя числа и я не дЬлится ва Ъ, то с — конеч- 
ная или безконечцая десятичная дробь. 

Предположймъ, что с конечная десятичная дробь, содержа- 
щая т десятичныхъ знаковъ. Въ.такомъ случа-Ь 



гд-! й п."Ьлое число, Изъ равенства 
Ъ.с = а 



сл-Ьдуеть 



Ь.а— 10". й. 



Такъ какъ можно предполагать, что а простое съ 6, то изъ 
полученнаго равенства слЬдуетъ, что 10" дЬлитсп па Ъ и, сл1;д., 
Ъ не содержитъ другихъ простыхъ дЬлптелей кром'& 2 и 5. 

Отсюда заключаеиъ, что с не можетъ быть конечною деся- 
тичною дробью, если Ъ Д'Ьлится па простое число, отличное оть 
2 и 5. Въ этомъ случае нн одинъ изъ членовъ ряда 

с, 10. с, 10\с, 10». с, 

не равенъ целому числу. 

Предположймъ, что 

с = <1^-^еа, 10.с = й^^-е^, 10'.с = ^^'^е^, 



гд4 йц, (^,, йд,.... ц-Ьлыя числа, а е,,, с,, е,,.... безконечиыя де- 
сятйчныя дробя мевьш1я единицы. По умыожев^и на Ь тюлучимъ 

о = Мо-»-&ео, 10.о = Ы^^-^с,, 10'.о = Ь.й,-нЦ, 

Зд-бсь ЬСо, 6е^, йе^,. . . . ц'Ьлыя положительный числа меыь- 
1ШЯ Ъ. 

Каждый изъ Ъ членовъ ряда 

йсц, Ье^, Ъе^,. . . ,, Ье^_^ 

можетъ им'Ьть одно изъ Ь — 1 различных-ь значений 

1, 2, 3, , Ь—\. 

Поэтому по краЗоЁЙ м'Ёр'Ё два члена нашего ряда равиы 
между собой. Предположимъ, что 



Отсюда сл^дуегь, что 



Если 



, сл4д., 



е^ = О, а, «3, .... , е, = О, Яд я, . 



р-».?-»-1 



р-Ы ' *р-^■^-^-^ " 



т.-е. с першдическая десятичная дробь, содержащая ^ цвфръ въ 
пвр1од4. 

Итакъ иолучаеиъ теорему: 

Частное двухг цтьдыхъ чиседг не можетъ равняться безко- 
нечной непергодической десятичной дроби. 

% И. Возвьпиете вг степень и извлечете корня. Произве- 
двн1емъ безкоеечныхъ десятичвыхъ дробей Ь.с.й.еназ. резуль- 
татъ, получаемый такимъ образомъ: 

Ь.с.й.е = \{р.с).Л'\,е. 
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Если ты им'Ьеиъ т иножителей, изъ которыхъ каждый есть 
с, то результатъ у1иножев1н наз. степенью и обозначается : с"*. 

Предположниъ, что лака безкоиечиая десятичная дробь а 
неравная нулю. Докажемъ, что существуетъ такая безконечная 
десятичная дробь с, что 

с^ ^а. 

ЗдЬсь с называется корнемъ т — ой степени изъ а. 

Прежде всего убедимся, что при пЬкоторомъ ц'Ьлоиъ поло- 
жительномъ ^ неравномъ еднвиц'Ь будетъ пм'Ьть м'Ьсто нера- 
венство 

Воспользуемся тожествомъ 

г;^ = а"- ^ «"-' р н- а-> |).н- . . . . -4-?"-. 
Полагая а = Ж, Р=1, получимъ 

^?^ = «■"-' -н Л-"-' -1- Д*-' -н ....-»- 1 . 

Такъ какъ 2У> 1, то отсюда сл4дуегь 

Л"— 1>1я(Л'— 1), 
или 

Я">1-*-т(]У— 1). 

Неравенство 2У'" > о будетъ удовлетворено, если 

1 -и» (]У— 1) > (I, 
т.-е., если 

N>1-|-^^. 



Такъ какъ О"* < а и Л'*" > а, то въ ряду 



1" 



, (Д'— 1)" Я" 



|^И^Н 


■ 


найдутся та1(1е два члена 


■ 


что 

с"<о, (с„-|-1Г>а. 
Если 


1 


то с = Со, и теорема доказана. 


■ 


Если же Со"* < а, то разсмотримъ рядъ членовъ 


... ■ 


с,(с.-^Г,(с,-^Г,....,(с.-йГ,(. 




При Н'Ькоторомъ с. 


■ 


(<=<.* ^Т<^^.('•^'-^Т>'^■ 


■ 


Продолжая эти разсужде(ця, мы убедимся, что существуетъ 1 
безконечная десятичная дробь ^^^И 


<' = (««. 15. » ). 


■ 


обладающая гЬмъ свойствомъ, что при всяконъ п 




0^<'^,{0„-^^)'">'^■ 


■ 


Если при [1'Ькоторолъ п 




то 


I 


с=С; = с„^-|^-ь-|,^-....-ь^, 




и теорема доказана. 


■ 


Предположйиъ, что при всякомъ м 




Такъ какъ 


л 



Изъ неравевствъ 




сл-Ьдуетъ 



с*" — я<(С„н- 

ЕСЛИ ВЪ С0ОТН0ШеН1И 



10"^ 





-^н- «"-"?'+.. 


предположинъ, что 

то получимъ 

а*"- 


-Р'"<т(«— й »" 



.-я-к^^'-'^-р'" 



На этоиъ основанги 

(Ч.*й-"Г-с»"<»";^.(о„-<-да)' 

Такъ какъ 



а 



I потому 






С.'"-(0„-Н5^,)- > -т ■ ^ (».-н1)"-'. 
Изъ выше написанныхъ неравенствъ сл-Ьдуетъ 



Какъ видииъ, абсолютное значеп1е разности с"* — 
сдйлать сколь угодно малымъ. Отсюда вытекаегь на основишв 
разсуждетй, нзложенныхъ въ § 10, что 

с" — а = О 



г 



и, сл-Ьд., 

с"' = а , 

При извлечен1в квадратнаго корня шъ 2 получаетсп без- 
конечвая десятичная дробь 

с=1,4142 , 

удовлетворяющая требуеыымъ условшмъ, Сл'Ьд., 

(1,4142 )''=2. 

§ 12. Иррацюналъиыя числа. Безконечнын десятичнын 
дроби можно назвать числами, такъ какъ ихъ можао между 
собой сравнивать и такъ какъ надъ ними можно производить 
аривиетнческ1я д'Ьнств1я. Пер1одическая десятичаая дробь, какъ 
намъ известно (§ 9), есть отношен1е (га(ю) двухъ Ц'Ьлыхъ чиеелъ. 
Она называется числомъ рацгона-гьнымъ. 

Непер10дическая безконечиая десятичная дробь не можетъ 
получиться ври дтЬ1ен1и двухъ ц4лыхъ чисел ь (§ 10). Ова назы- 
вается числомъ иррацюнальнымг. 

Этиыъ мы заканчиваемъ теор!ю безконечныхъ десятичвыхъ 
дробей, которая вмЬсгЬ съ гЬмъ есть теор1я иррацюнальныхъ 
чиеелъ. 
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От переводника 

На. чио.-1а мы прежде всего долж- 
ен смотреть, как ва рад произ водь- . 
но вшбраннык заакой... 

ГГ. топ Нв1ю11о1(:а (ШЫев и. Мв№ 
.ап, 21). 

Во всякой случае, часяо (пише- 
го», о:р^й]^^6;) есть иронавопьио со- 
зданный пам]г знак, который олу- 
Ч щят средствои доствтевта веоыго 

ывогообрадных целей. 

Е. Нс1|гб(1ег (ЬеЬгЪиоЬ й. АгхЬЬ. и, 
А1е., 2). 

Бо.1и ТОЧНО следиФБ на теы, что 
иы делаем при счете количества 
(Менее ойег ДпгаЫ) вещей, то при- 
деи к расеыотреввю способвоств 
духа охноовть вещп к вещам, ота- 
впть одну вещъ 'в соответствие о 
другой, пли отображать одну вещьт 
в другой... 

К. ПейеЫпй (№аэ зшй ц. я» 
воПеп (11е ХаШеп, УШ). 

Приступая к переводу втого небольшого сочинения' на 
прусский яЗЕи!, мы, о одной стороны, руководствовались на^ 
зревшею у нас, кая нам кажется, потребностью отдать себе 
ясный отчет в тех началах, которые лежат в основе ариф- 
ивтикп вообще я арифметики иррациональных в частности; 
с другой стороны, нам казалось, что в маленькой брошюра 
Дедекянда яркая обраанооть и высокая отвлеченность со- 
единены в той мере, в какой это необходимо для того, чтобы 
уяснить читателю ход возникновения современной вполне 
отвлеченной идеи об иррациональном числе и возможность 
приииненвя этой идеи к предметам более или менее кон» 




кратного характера — к геоиетрическим образам. Наш пе- 
ревод кажется нам тем более умествии, что в последнее 
вреия появились в переводе на русоквЯ язык работы Гельи- 
гольца и Кронекера, посвящевные научному обоснованию 
теорпя радиовальных чисел. Знакомство с этой теорией су- 
щественно необходимо и для понимания Дедекиндовой тео- 
рии иррациональных чисел. Особенно важен тот факт, что 
теория рациональных чисел может быть построена на опре- 
делении чисел, как знаков, символов, которые расположены 
в установленной раз навсегда последовательности и кото- 
рыми могут отмечаться некоторые соотношения между ве- 
щами. Самв по себе вти знаки могут быть какой угодно 
природы— это могут быть звуки, цвета, тела, понятия и т. д., 
распределенные в некотором неизменном порядке. Важность 
установления такой неизменной в своем порядке системы 
знаков заключается в .опоообности нашего д]гхв*, как го- 
ворит Дедекпед, устанавливать соответствие между втямн 
знаками н йндпвидуумаии какой бы то ни было группы 
вещей, благодаря чему мы вноспи определенный порядок и 
в вту последнюю группу. 

Когда при ближайшем псследованпв вещей в них 
усматриваются такие сво&ства или соотношения, которые не 
могут характеризоваться установленными знаками-числами, 
то создают, если вто выгодно, новые знаки такого рода, 
чтобы ими могли характврявоваться вновь усмотренные со- 
отношения вещей. Можно, если угодно, называть чпсламв и 
вти новые знаки, можно их так и но называть. Выгоднее, 
однако, бывает распространить термин „число" и на вновь 
вводимые СИМВОЛЫ. Таким образом, к ряду символов, на- 
званных целыми числами, были прежде всего присоединены 
новые символы, также названные числами, именно дробными 
числами. Этому дало повод то обстоятельство, что целыми 
числами нельзя или, по крайней мере, весьма неудобно ха- 
рактеризовать такие явления, которыми сопровождается рас- 
падение предмета на части. Когда при некоторых исследо- 
ваниях окавывается удобнее считать предметы, расположен- 
ные в линейном порядке, не от крайнего {крайнего может в 
не быть), в от какого-либо промежуточного предмета, в обе 



стороны от него, то предстлвпявтся выгодным присоединить 
к прежним опмволаи повие символы — отрицательные числа. 
Мы не будем больше говорить об атом. Укажем только, 
что вввдвнне новых символов может обусловливаться не 
объективными свойствами вещей, к которым мы обыквовенно ' 
эти символы относим, а стремлением подчинить старые сим- 
волы некоторым новым требованиям, несовместимым о теми 
свойствами этих символов, которые служили им определе- 
ниями. Так, например, когда мы располагаем только тем 
рядом знаков, который мы называем системой рациональных 
чисел, и пщем число х (конечно, рациональное, ибо других 
чисел мы еще не установиле), которого квадрат равен дан- 
ному положительному числу а, то оказывается, что для не- 
которых л это число X существует, для других же его совсем 
нет, т. в, бывает так, что среди символов — рациональных 
чисел — ■ нет такого, квадрат которого равен д. Мы можем в 
этом случае ввести в наши исследования новый символ, 
квадрат которого равен п, можем назвать и этот символ числом, 
например, радикальным числом, можем его обозначить черев 
а , Уд, или как-нибудь иначе. Можем всего этого и не де- 
лать. В последнем случав устанавливаем такую теорему: не- 
которые положительные числа имеют, другие не имеют 
квадратных корней ; если же знаки квадратных корней из 
положительных чисел введены, то будем иметь такую тео- 
рему: каждое положительное число имеет квадратный ко- 
рень. Обе теоремы верны, ибо в последней подразумевается, 
что те положительные числа, которые не имеют корней 
среди старых символов, имеют корни среди новых. 

У самого Дедекянда определение числа, как символа, 
нигде явно не высказано, но такое определение числа явно 
вытекает из рассуждений, изложенных в другом его сочи- 
нении : '^\^аз 311111 иш! и'ая воИеп (11е КаЫеп. По нашему 
мнению, существенно важно знать, что на иррациональные 
числа (так же, как и на всякие другие) можно смотреть, 
как на чистые знаки, которые могут быть и действительно 
бывают весьма полезны, между прочим, по той причине, 
что этими знаками удобно выряжаются реальные свойства 
вещей. 
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Распределение чисел на два класса, на клаес чисел 
алгебраических и класс трансцендентных чисел, предста- 
вляет собою дальнейший шаг в теории развития понятия о 
числе. Мы сочли поэтому уместным присоединить к статье 
Дедекинда статью, которая содержала бы основную теорему, 
лежащую в основании этой классификации, — теорему о су. 
щеотвовании трансцендентных чисел. Статья эта, напеча- 
танная в свое время на страницах „Вестника опытной фи- 
зики и элементарной математики^ (^^ 283), содержит извест- 
ное Канторово доказательство упомянутой теоремы. 



Непрерывность и иррациональные числа 



предисловие автора 

Рассуждения, составляющие предмет этого маленького 
оочиненпя, относятся к освнп 1858 года. Тогда я, в качестве 
профессора Союзного Политехникума в Цюрихе, в первый 
раз обязан был по своему положению излагать элементы 
дифференциального исчисления и при этом чувствовал жи- 
вее, чем когда-либо, недостаток в действительно научном 
обосиованип арифметики. При няпожевии понятия о при- 
ближении переменной величины к постоянному пределу, а- 
именно при доказательстве того положения, что величина, 
которая возрастает постоянно, но не сверх всяких грянпц, 
должна приближаться к некоторому пределу, я прибегал к 
геометрической наглядности. Да и теперь я из дидактиче- 
скнх оенованпй считаю такое привлечение геометрической 
наглядностп при первом обучении дифференциальному ис- 
числению необычайно полезным, даже неизбежным, если не 
хотят потратить слишком много времени. Но никто не стя- 
нет отрицать того, что этот способ введения в изучение- 
дифференциального исчисления не может иметь нпкакого- 
притяванпя на научность. 

Во мне тогда это чувство неудовпетворевнооти пре- 
о(5падало в такой степени, что я принял твердое решение 
думать до тех нор, аока не найду чисто арифметического а 
вполне строгого основания для начал анализа бесконечных. 
Говорят часто, что дифференциальное исчисление зани- 
мается неарерывными велиппнамп, однако же нигде не дают* . 
опрвделееня этой непрерывности, и даже при самом строгом 
нзложенав дифференциального исчисления докаввтельства 



н& основывают на нвпр§рывяоота, а япелхпруют, оолее влв 
менее сознательно, либо к геометрический представленияи, 
либо к предстаолввыяы, которые берут свое начало в гео- 
метраи, либо, наконец, основывают доказательства на аоло- 
жениях, которые самн ипкогда не были доказаны часто 
I арифметическим путем. Сюда относится, например, и выше- 
I упомянутое иоложение. Более точное изыскание убедило 
меня в том, что это нли всякое другое еквивавевтное ему 
предложение может до известной степени рассматриваться, 
как достаточный фундамент для анализа бесконечных. Все 
сводится только к тому, чтобы открыть настоящее начало 
этого положения в элементах арифметики п вместе с втим 
приобрести действительное определение существа ж^прерыв- 
ности. Это мне удалось 24. ноября 1858 года, и, несколько 
дней спустя, я сообщил результаты своих размышлений 
моему дорогому другу Вигёё:е'у, что повело к продолжи- 
тельной и оживленной беседе. Впоследствии я налагал эти 
мысли о научном обосновании арифметики то одному, то 
другому из моих учеников, читал также об этой предмете 
доклад в ученом обществе профессоров здесь, в Врауншвебге, 
но я не мог окончательно решиться на действительное опу- 
бликование, потому, во-первых, что изложение предста- 
вляется не легким, и потому еще, что и самый предмет так 
мало плодовит. Несколько дней назад, 14 марта, в то время, 
как я наполовину стал уже подумывать о том, чтобы на- 
' брать 8ту тему предметом настоящего юбилейного сочине- 
ния *), ко мне в руки попала, благодаря любезности ее ав- 
тора, статья Е. Неше (СгеИе'а ,1оита1. В(1. 74). которая и 
подкрепила меня в моем решении. По существу я вполне 
согласен с содержанием этого сочинения, но должен откро- 
венно сознаться, что мое изложение кажется мне более про- 
стым по форме и более точно выдвигающим вастодщее ядро 
вопроса. В то время, как я писал это предисловие (20 мар- 
та 1872 Г.), я получил интересную статью „ПеЬег (11в Аие- 
деЬвип^ ешее 8а12еэ айв дег ТЬеопе (;!ег Ьп^опоте^паеЬеп 
ЕеШеп" Ст. СапЬог'а (Ма111вш. АппаЬп уоп СкЬзсЬ ипй Кеи- 



*) Автор вывувти) 



[ юбилею споего отца, 

Щимеч. переводчика- 



и 

Шгапп, Вс1. 5), за которую высказываю искреннюю благо- 
дарность остроумному автору. Как мне кажется при быстром 
чтении, аксиома в § 2 вполне согласуется, независимо от 
внешней формы изложения, с тем, что я отмечаю ниже в 
§ 8, как сущность непрерывности. Какую же пользу пред- 
ставит выделение, хотя бы только в понятии, вещественных 
чисел еще более высокого порядка, я, согласно с моим по- 
ниманием системы вещественных чисел, как совершенной 
в самой себе, еще признать не в состоянии. 



§ 1. Свойства рациональных чисел 

Хотя арифметика рационвльных чисел предполагаете 
I здесь у«в известной, во мне думается, что полезно будет 
' выдвинуть некоторые главные моменты, вс; подвергая их 
обсуждению, с тою только целью, чтобы заранее наметить 
точку зрения, на которую я становлюсь в последующем иа- 
ложении. Я смотрю на всю арифметпку, как на веобходи- 
иое или, по крайней мере, натуральное следствпе простейше- 
го арифметического акта — счета, самый же счет представляет 
не что иное, как последовательное созидание бесконечного 
ряда положительных целых чисел, где каждый индивидуум 
определяется непосредственно ему предшествующим. Про- 
стейтий акт заключается в переходе от созданного уже 
индивидуума к следующему, вновь созидаемому. Уже сама 
по себе цепь этих чисел образует необычайно полезное вспо- 
могательное средство для человеческого ума п представляет 
неиссякаемое богатство замечательных законов, к которым 
мы приходим посредством введения четырех основных ариф- 
метических действий. Сложение есть соединение в один 
акт упомянутых простейших актов, повторенных сколько 
угодно раз. Таким же образом и» сложения проистекает 
умножение. Между тем, как обе эти операции всегда вы- 
полнимы, выполнимость обратных операций — вычитания и 
деления— оказывается ограниченной. Каков бы ни был здесь 
ближайший повод, какие бы сравнения и аналогии с опы- 
том я наблюдением ни приводили к этому, — вопрос об этом 
мы оставим в стороне; достаточно того, что именно вта 
ограниченность в выполнении обратных операций всякий 
раз становилась настоящей причиной нового творческого 
акта. Так созданы человеческим умом отрицательные и дроб- 
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ный числа, благодаря чему приобретено было орудие беско- 
нечво более високого совершенства в виде оистеыы всех 
рациональных чпсел. Эта овотеиа, которую я обояначу че- 
рев Н, обладает прежде всего тою полнотою п закончен- 
ностью, которую я в другом месте '') отметил, как привнак 
числовою корпуса (2аЫкОгрег), н которая состоит в том, что 
четыре основные операции со всякими двумя вндивиду- 
умамп из К выполнимы, то есть, что ревультатом этих оов- 
рапий всегда опять является определеввыЁ индивидуум 
из К, если только исключить единотвеввый случай деления 
на нуль. 

Для нашей ближайшей цела гораздо более важным яв- 
ляется другое свойство системы И, которое может быть вы- 
ражено так: система Б> представляет правильно распреде- 
ленную, бесконечно простирающуюся в две стороны область 
одного измерения. Чтб именно этим хотят сказать — достаточ- 
но указывается выбором выражений, ваимствованных из обла- 
сти геометрических представяеяей; тем более необходимо по- 
втому выделить соответствующие им чисто арифметические 
особенности — чтобы не могло даже только казаться, будто 
арифметика нуждается в таких чуждых ей представлениях. 

Если нужно выразить, что знаки а п Ь означают одно 
и то же рациональное число, то полагают одинаково а = Ь в 
Ь^а. Различие двух рациональных чисел скавывается в 
том, что разность а — Ь пмвег пли положительное, или отри- 
цательное значение. В первом случае а больше Ь, Ь меньше а, 
что п указывается знаками а^Ь, Ь<^а**). Так как во вто- 
ром случае Ь — а имер,т положительное значение, то Ь'^а, 
О'ЦЬ. Сообразно с втой двойственностью в характере разли- 
чия двух чисел а п ё, имеют место следующие ваковы: 

I. Ёоли а'^Ь, Ь'Р' с, то а^с. Всякий раз, когда а, с бу- 
дут два различных (или неравных) числа и когда Ь будет 
больше одного н меньше другого, мы, не опаоааоь отголоска 
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*) Уог1евипее11 цЬег ТлЫеаХеопе уоп Р. О. Ье^еиле-ВшоЫв!. 2»е11е 



') В поолйдующеи аодраз/мвваетоя тшс аазываеиое .алгебра- 
I' больше в меньше, есдв только ое првбавпево слово ,&бсо 
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геомотрических представлений, будем «то выряжать так: Ь 
лйжлг мйясду обонии часл&и и а, с. 

и. Есло д, с суть два различных числа, то всегда су- 
ществует бесконечное множество чисел, лежащих между а, с. 

III. Если а есть определенное число, то все числа си- 
стемы К рнспадяются ва два класса А| н А,,а8 коох каждый 
содержит бесконечно много ивдовидуумов. Первый класс А, 
обнныает собой все те числа л,, которые меньше а; второй 
класс А, обнимает собою вое числа и,, которые больше а. Саио 
число а может быть отнесено по произволу к первому или ко 
второму классу и тогда оно соответственно бывает наиболь- 
шем числом в нервом классе нли наименьшим числом во 
втором. В обовх случаях разложение системы К на два 
класса Л,, А, таково, что кг^ждое число первого класса А, 
меньше каждого числа второго класса А,- 

§ 2. Сравнение рациональных чисел с точками прямоИ 
линии 

Поставленные нами на вид свойства рациональных чи- 
сел напоминают о вааинноы относительном положении точек 
прямое линии Ь. Если различать два принадлежащие ей 
противоположные направления словами ^вправо" и „влево", 
и если р. д — две различные точки, то либо точка р распо- 
ложена вправо от ^, и в то же время ^ влево от р, или, на- 
оборот, у- вправо от ;>, и в то же время ^1 влево от д. Тре- 
тий случай невозможен, если р п д действительно различные 
точки. Сообразно с этим равличиеы в положении ииеют 
место следующие 8 а коны: 

I. Если р лежит вправо от ^ и ^ опять вправо от г, то 
в р лежит вправо от г; говорят тогда, что д лежит иеяду 
точками риг. 

II. Если р, г две различные точки, то существует бесво- 
аечное множество точек, лежащих между р а г. 

III. Если р есть определенная точка на Ь, то все точки 
на Ь распадаются на два класса Р,, Р,, ыз конх каждый 
содержит бесконечное множество индивидуумов. Первый 
класс Р, обнимает собою все те точки р^, которые лежат 
вправо от р, а второй класс Р^ обнимает все точки, которые 
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кат влево от р. Сана точка р может быть отвеоеаа по , 
юизволу к первому ила ко второму классу- В обовх слу- 
: разложение прямой Ъ па два класса ила два куска 
«ково, что каждая точка первого класса Р, лежит влево от 
каждой точк!1 второго классв Р^. 

Эта аыалогая иижду рацвопальвымп чпслаин п точкаыв 
пряной схавоввтся, как известно, деВсгвительвию аавпси- 
ыостыэ, когда на пряк ой выбпрают определенную начальную 
или нулевую точку о п опрвдепеапую единицу дливы для 
изиеренпя отрезков. При помощи последней можно для 
каждого рациоаальаого числа а построить соответствующую 
длину, н есла навести ее на прямую от точки о вправо или 
влево, смотря по тому, есть ли а положительное или отри- 
цательное число, то получим определенную конечную точку р, 
которая может быть принята аа точку, соответствующую 
числу а. Рациональному числу нуль соответствует точка о. 
Такай образом, каждому рациональному числу а, т. е. ка- 
ждому индивидууму в Е,, соответствует одна п только одна 
точка р, то-есть, один индивидуум на Ь. Если двум числам 
л, Ь отвечают две точки р, II я если а~>Ь, то /> лежат вправо 
от д. Законам I, 1 1, III предыдущего параграфа вполне 
отвечают законы I, И, Ш настоящего. 

§ 3. Непрерывность прямой линии 

Но теперь фактом величайшей важности является то 
обстоятельство, что на прямой Ь есть бесконечно много точек, 
которые не соответствуют никакому рациональному числу. 
Действительно, если точка р соотвевдтвует рациональному 
числу а, то, как известно, длина <>/' соизмерима с употреблен- 
ной при построении единицей длины, то есть существует 
третья длина, так называемая общая мера, относительно ко- 
торой обе длины представляются целыми кратными. Но ухе 
древние греки авали и доказали, что существуют длины, не- 
соизмеримые с данной единицей длины, — например, диаго- 
наль квадрата, сторона которого есть единица длины. Бели 
нанести такую длину от точки о на прямую, то получим 
кочнчнуга точку, которой не соответствует никакое рацио- 
нальное число, Так каи легко далее показать, что существует 



бесконечное мволсвотво дли», несоизиерямых с вдовацей 
длпвы, то иожеи утверждать: прямая ^ бесконечно более 
богата индивпдууыамц-точкамы, чеы область Н рацйональ- 
оых чисел внднввдуумаип-числймп. 

Вели же хотят, а ето в самой деле желятельяо, иссле- 
довать также все явления на прямоб п арнфиетпчесввм пу- 
тей, то, в виду нвдоста точности для этой цели рациональ- 
ных чисел, становится необходимым сущоственво улучшить 
построенный путем совидання рациональных чисел инстру- 
мент К, создав новые числа таким образом, чтобы область 
чисел приобрела ту же "Шлйот^, или, скажем прямо, ту же 
непрерывность, как и прямая линия. 

Приведеевые до сих пор соображения всем так хорошо 
известны, что многие сочтут пх повтореннв оовершенво Н8- 
лвшвпм. 

Однако же, я нахожу их краткое обозрение необходн- 
иым для того, чтобы надлежащим образом подготовить тлен- 
ный вопрос. Принятое до сих пор введение иррациональ- 
ных чисел связывается именно с понятием о протяженных 
величинах — которое само нигде до сих пор не определено — и 
определяет число, как результат пзмерения такой величины 
другою того же рода *^). Вместо этого я требую, чтобы ариф- 
метика развивалась сама из себя. Можно в^ общем согла- 
снться о тем, что такие связи с неарифметическими пред- 
ставлениями дали ближайший повод к расшлрению поня- 
тия о числе (хотя это решительно не имело шеста при 
введении комплексных чисел), но это безусловно не может 
служить достаточным основанием для того, чтобы ввести в 
арифметику, науку о числах, эти чуждые ей соображения. 
Как отрицательные и дробные рациональные числа созданы 
путем свободного творчества, и как вычисления с втима 
числами должны были и могли быть сведены к закона» вк- 



*} Какущвеов преимущество общвоотн такого определеавя чжооа 
'чао же, как только аодункешь о иомплеконых чиод&х. На- 
оборот, цо моему воззрепию, понятие отношеаня двух однородных ав- 
яжчин тогда только иожвт быть ясно развито, когда нррац и овальные 
чиолв уже и ведены. 

При меч чергячдчика. 



чаолевий с аоложвтвльвыыя пвлыыи пнслаиа, точно так же 
должво стремиться к тому, чтобы иррацвональные числа 
были вполне определены через посредство рациональных 
. чисел. Но как это сделать — вот в чем вопрос- 
Предыдущее сравнение обласгн К рациональных чисел 
с прямою привело к открытию в первой изъянов (Ьискеп- 
ЬаШ^кеИ), неполноты, или разрывности^ между тем как 
прямой ыы приписываем полноту, отсутствие пробелов, или 
непрерывность. В чем же, собственно, состоит эта неорерыв- 
воеть? Все и заключается в ответе на этот вопрос, и только 
в этом ответе мы приобретаем научное основание для иссле- 
дования всех непрерывных областей. Смутнымп разговорами 
о непрерывной связи малейших частиц, конечно, ничего ве 
достигнешь. Дело идет о том, чтобы дать точный признак 
вепрерывности, который мог бы служить базисом действи- 
тельных дедукций. Долгое время я напрасно об этом ду- 
мал, но, наконец, нашел искомое. Разные лица, вероятно, 
оценят эту находку различно, но все же я думаю, что боль- 
шинство найдет ее содержание весьма тривиальным. Оно 
состоит в следующем: в предыдущих параграфах обращено 
было внимание на то, что каждая точка р прямой произ- 
водит разложение прямой на две части таким образом, что 
каждая точка одной части расположена влево от каждой 
точки другой. Я усматриваю теперь сущность непрерывности 
в обратном принципе, то-есть, в следующем: 

,,Если все точки прямой распадаются на два класса 
такого рода, что каждая точка первого класса лежит влево 
от каждой точки второго класса, то существует одна и только 
одна точка, которая производит это разделение пряной 
на два класса, это рассечение прямой на два куска" "). 

^ *) То-еоть, еепи, оявдуа какому бы то вн было авкову (правилу). 
например, подчиннвсь усяоеяяи некоторой задачи, ыы произведеи р 
деление точек арзион на два класса тавии образои, что 1) каждая 
точва сраиоЁ прннадлежнт .чибо к тоиу, зибо в другому классу, п 
2) каждая точка одного класса расаояожена влево от кашдон точки 
другого класса, то существует одна н только одна точка такого свой- 
ства, что каждая точка, влево от нее лежащая, правадлешвт к одвову 
классу, а все остальвыб точки праиоЁ принадле^кат К другоиу кавйоу. 
Если бы иы разерволв прямую, т. е. удалили бы па аее отрезок ^ 
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Бела в08ьм«и для второго класса А^ каждое аопожа- 
твльаое рациональное число, которого кнадрат > В, а для 
первого класса А, все остальные рациональные числа, то 

это подразделение составит сеченпе (А,, Л^), то-ееть, каждое 
число л, будет меньше каждого числа а^. Именно, когда 
в,^0 нлн есть отрицательное число, то уже в силу этого а 
ывньше каждого числа а^> ибо это последнее, по определв' 
нию, представляет собой положительное число. Если же д, 
есть число положительное, то его квадрат < В, и, следова- 
тельно, а, иеиьше каждого числа а^, которого квадрат ]> О. 
Это сечение не производится, однако, нпкакии рацво- 
нальным числом. Чтобы доказать это. должно прежде всего 
обнаружить, что нет никакого рационального числа, кото- 
рого квадрат равен В. Хотя это н известно из первых эле- 
ыевтов теории чисел, но мы все же находим возможным 
уделить место следующему косвенному доказательству. Если 
есть рациональное число, которого квадрат = I), то суще- 
ствуют и два положительных целых числа I и и, которые 
удовлетворяют уравнению 

(*— Б»2 = 0, 
п можно принять, что Г1 есть наименьшее положительное це- 
лое число, обладающее тем свойством, что его квадрат че- 
рез умножение на В обращается в квадрат некоторого це- 
лого числа ;. Так как, очевидно "), 

то число 

11, =-- ( — 1Н 

аеть положительное целое число л притом меньшее, чем я. 
Если, далее, положить 

(,== Би — )./, 
то я (, будет положительное ^ целое число, причем получаек 



*) Число / 



драт. Отсюда следует, 
следов атвльБлыд 



шег быть вратныы числа и. ибо в протпввс 
через ), положительное целое, пиелв бы 1=^) 
>Л что недопустимо, так как В не точный кв 
что ( сидернштся между пвиоторыми двумя п 
),л и (1+ 1) ц ряда и. 2и, Зк,... 

Примеч. переводчики. 
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что противоречит допущению, сделанаоыу отеоонтельно и. 

Таким образом, квадрат всякого рапиональвого числа 
а или<В, или>Б. Отсюда легко выводится, что в клас- 
се А, нет наибольшего, а в классе А, нет наименьшего чи- 
сла. Действительно, если положить 






-0=. 



[х^ — ру 



Бели ваять здесь для .V положвтельнов число иа клас- 
са А,, то лг-<В, следовательно, _у > дг и )|'<0; поэтому^ 
также принадлежит к классу А,. Если же положить, что х 
есть число из класса А,, то д' < х; х>0 и у->Р, так что 
л у принадлежит к классу А,. Это сечение не производится, 
следовательно, никакии рациональным чпслрм. 

В том свойстве, что но все сечения производятся ра- 
циональными числами, и состоит наполвота, или разрыв- 
ность, области К рациональных чисел. 

Теперь всякий раз, когда нам дано сечение (А,, А,), 
которое не может быть произведено никаким рациональ- 
ным чаолоы, мы создаем повое иррациональное число а, кото- 
торое рассматривается нами, как вполне определенное втии 
сечением (А,, А,). Мы скажем, что число о; ооответотвует 
втому сечению, или что оно производит это сечение. Таким 
образом, отныне каждому определенному сечению соответ- 
ствует одно и только одно рациональное или иррациональ- 
ное число, и мы будем смотреть на два числа, как на раз- 
лнчмыг пли неравные^ тогда и только тогда, когда они соот- 
ветствуют существенно различным сечениям. 

Чтобы найти основание для распределения всех веще- 
ственных, т. е. всех рациональных и иррациональных чисел, 
ваш необходимо прежде всего исследовать соотвошевва 
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между двумя вакимп-лнбо вечвниями {А,, Ад) й (В,, В^), 
пронаводямыын какими угодно двумя чвсламп а я ^. Вся- 
кое оечевае (А,, Ад), очевидно, дано вполне уже в том слу- 
чае, когда ми зиаеи один пз двух классов, например, пер- 
вый класс А,, потому чго второй А, состоит из всех рацио- 
нальных чисел, не заключающихся в классе А,; характерной 
же особенностью этого первого класса является то, что, за- 
ключал в себе какое-либо число а,, он содержит и все числа, 
иеньшивл,. Если теперь сравнить два первых класса этого 
рода А, а В,, то может случиться, I) что они вполне тожде- 
ственны, т. в- каждое число, содержащееся в А,, содержится 
также и в В,, и каждое число, содержащееся в В,, содер- 
жится п в А,. В атом случав А, необходимо тождественно 
с В^; оба сечения вполне тождественны, что мы знаками 
выражаем переа а : ^ [3, или р ^- 1. 

Но волн два класса А, и В, не тождеотвенвы, то в 
одном, например, в А,, есть число д',-^^';, не содержащееся 
в классе В, и заключающееся, следовательно, в В,; поэтому, 
вое числа ^р заключающиеся в В,, несомненно, будут мень- 
ше, чем ВТО число а'1=Ь\\ оиедовательно, все числа 6, за- 
ключаются и в А,. 

Если же 2) ето число а\ будет единственным числом 
в А|, не входящим в В,, то всякое другое число а,, содер- 
жащееся в А,, будет содержаться и в В,, а потому д, мень- 
ше а\, т. е. а\ есть наибольшее между числами д,; повто- 
му ееченае (А,, Ад) производится рацпональным чвслои 
а=а\^Ь\. Относительно второго сечения (В,, В,) мы уже 
знаем, что все чгсла Ь, кляоса В, содержатся и в А,, а по- 
тому они меньше, чем число а\ = Ь\, которое содержится в 
В^; всякое же другое число &,, содержащееся в Ъ^, должно 
быть больше, чем Ь\, потому что иначе Ь^ было бы также 
меньше, чем а\, а заключалось бы в А,, а следовательно, 
и в в,. Таким образом, Ь\ есть наименьшее между числами, 
содержащимися в В,; следовательно, и сечение (В,, В^) про- 
изводится тем же рациональным числом [5= ^''д =в'1 = а. Обе 
сечения поэтому несущественно различны. 

Но если 3) в А, есть, по крайней мере, два различных 
рациональных числа а\ = Ь\ и а", = />"„ не •одвржащихея 



в в,, то их существует и бесконечно* множество, потому 
что все бесконечное множество чисел, лежащих между а/ я 
а" (§ 11 И), содержится, очевидно, в А,, но не в В,. Два 
числя * и (5, соответствующие в этом случае существенно 
различным сечениям (А,, Ап] и (В,, В^), мы также назовем 
различными, а именно скажем, что а больше, чем [^, что ^ 
меньше, чем а, и выразнм это в знаках как через а>-р, тав 
и через ^^<а. Здесь следует иметь в виду, что это опреде- 
ление вполне совпадает с прежним, когда оба числа а в ^ 
были рацпопальными. 

Остаются еще следующие возможные случаи: если 
4) в В, содержится одно и только одно число Ь',^а'а, не 
содержащееся в А,, то оба сечения (А,, Ао) и (В,, В;,) только 
неоуществевно различны п производятся одним н тем же 
числом о:=:/1'^ = //^ ^'1. Если жв 5) В В, есть, по крайней 
мере, два различных числа, не содержащихся в А1, то |'1>я, 

Так как 9там исчерпываются все случав, то заключаем, 
что И8 двух различных чисел одно необходимо окажется 
большим, другое меньтям: здесь два возможных случая. Тре- 
тий случай невозможен. Это заключалось уже в ]^потрв- 
блении сравнинчльной степени (больше, меньше) для выра- 
жения отношения между а и ,'1; но только теперь выбор та- 
кого выражения вполне оправдан. Именно при взысканиях 
такого рода необходимо самым заботливым образом остере- 
гаться, чтобы, даже нрп всем желании быть честным, не 
увлечься и не сделать непоеволптельных перенесений не 
одной области в другую из-за поспешного выбора выраже- 
ний, относящихся к другим, уже развитым вредставлевияи. 

Если снова точно обйудям случай а>,'1, то найдем, 
что меньшее число [^ в том случав, когда оно рациональное, 
наверно принадлежит к к.лассу А,. Действительно, так как 
в А, есть число я', — - й'|, принадлежащее к классу В„, то не- 
зависимо от того, будет ли [3 наибольшим чпслом в В, или 
наименьшим в Вд, наверное имеем ^<а', и, следовательно, 
3 содержится в А;. Точно так же из о;;>р выводится, что 
большее число а, когда оно рацнональное, непременжо со- 
держится в В„ ибо а < а\. Соединяя оба соображенвя, 
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аайдеи следующий рввудьтат: веля овчевие (Л,, А,) провэво- 
дится чвслои э, то всякое рвцповальвов чпсло принадле- 
жит к классу А, или к клаосу Л^, смотря по тому, будет 
ли оно иеяьшв ила больрте ч. Еолн саио число з рапнональ- 
вое, то оно иожет првнадщежать к тоиу или другому классу. 
Отсюда, наконец, вытекает еще н следующее: воли 
я>-|3, если, яначит, существует бесчнолеввое иножество чи- 
сел в А,, не содержащихся в В,, то существует среди них 
также бесконечное множество таких чноеп. которые одво- 
временво отличны и от а, и от р. Каждое такое рациональ- 
ное чволо с<о, ибо оно оодержитоя в А,, в в то же вреия 
ово > ^, потопу что содержится в В^. 

§ 5. Неврерывность области вещественных чисел 

Сообразно с твердо установлеиныив ваий родами раа- 
личия чисел, онотеиа ^ всех вещественвых чисел обравует 
правильно распределенвую область одного ивиерения. Эти» 
сказано только то, что выеют место нижеследующие законы: 

I. Если а > [5 и р > 7, то и а > т. Мы будем говорить, что 
(3 лежит между числами з и у. 

Ц. Если а, 7 суть два рааличных числа, то всегда су- 
ществует бесковечвое множество равличвых чисел, лежащих 
между чпслами ^ и 7- 

III. Если а есть определенное число, то все числа си- 
стемы Э{ распадаются на два класса Щ., в Щ,, иа коих каждый 
содержит бесконечно много индивидуумов. Первый клаес ЗД, 
обнимает собою все те числа а,, которые < а; второй класс 
91, обнимает все те числа о^, которые > а. Само число а мо- 
жет быть отнесено по произволу к первому или ко второму 
классу и тогда оно соответственно бывает наибольшим чи- 
слом в первом илп наименьшим во втором классе. В обоих 
случаях разложение системы ^1! на два класса 31, в %^ та- 
ково, что каждое число первого класса 3[, меньше каждого 
числа второго класса Э(,, и мы говорим, что вто разложение 
проивведево числом «. 

Чтобы быть кратким и не утомлять читателя, я опускаю 
доказательства етих положений, вытекающие непооредствеино 
ив определений предыдущих параграфов. 



кроме втЕ1 свойств, область 9^ обладает еще непрерыв- 
ностью, то есть имеет место следующее предложение: 

IV, Если еаотема 9! всех вещественных чисел распа- 
дается на два класса ''Д, и 91^ такого рода, что каждое число 
!,, класса Э1,, меньше каждого числа -х^ класса Я,, то оугге- 
ствует одно и только одно число я, производящее ею равло* 
жение. 

Дчказапильстео. Виеств с рааложевием или сечением 11! 
на два класса Й, и 91, дается и некоторое сечение {А,. А,) 
системы К всех рациональных чисел, определяемое тем пра- 
вилом, что А, содержит все рациональные числа класса 3(,, 
а Ад все остальные рациональные числа, то естБ все рацио- 
нальные числа класса 9Ц. Пусть 1 будет то вполне определен- 
ное число, которым производится это сечение (А,, Да). Если 
теперь [. есть какое-либо число, отличное от а, то существует 
бесконечно иного рациональных чисел с, которые лежат 
между а и [5. Если 3 < :», то г-С^; поэтому с принадлежит 
к классу А[, а следовательно, а к классу 91,, но так как вместе 
с этим [^ < с, то и '^ принадлежит к тому же классу 91,. ибо 
каждое число в 91^ больше каждого числа с из %^. Если же 
Р>а, то г<з; поэтому с принадлежит к классу А,, а следо- 
вательно, и к классу 91,; во так как вместе с этим '^"^ с, то и 
|Э принадлежит к классу Э11, потому что каждое число в %^ 
меньше каждого числа с из 91^. Таким образом, каж1;ое 
число ,'1, отличное от 1, принадлежит или к классу 91,, или 
к классу Э!^, смотря по тому, будет ли р<а, или [5 > а; сле- 
довательно, семо а представляет либо наибольшее число в 
91,. либо наименьшее в 91а, то есть, а есть некоторое и, оче- 
видно, единственное число, производящее разложение си- 
стемы Ж на классы 91, и 912- Что и требовалось доказать. 



§ 6. Вычисления с вещественными числами 

Для того, чтобы вычисление е двумя вещественными 
Келамп ^ н |^ свести к вычислению с рациональнымп чн- 
ками, нужно только по двум сечениям (А,, А,) и (В,, В,) 
^оизводимым числами з и [!1 в системе Р, определить 
16 (С,, Сд), соответствующее результату т вычисле- 



ння *). Мы ограничимся здесь првввдеввеи проет^^Йшвго 
арпмеря — сложения. 

Еелп с есть какое-либо рациональное число, то мы от- 
несеи его к классу С,, когда сутпеотвует число я, в А, и 
число ^1 в В1 такого рода, что в|+*1>с. Все другие числа 
с отнеоеи к классу С,. Это подраадеяввие всех рациональ- 
ных чисел на два класса С, п С,, очевидно. 

*) Автор, очвнпдяо. хотел йказать следующее; действия 
аычвтаяия, уияожевкя я двлепия опредвлеиы были до овх пор только 
для рацаоаваьвыя чясея; дяя яррацвоаальних же чвсел эгн деветвва 
ве будут иыетъ оиысла до тех пор. пока мы ввус-юваися относнтельяо 
того, какой иыеиво сиысл иы зкела^м им придавать в ирнивнеяип к 
нррациопядь&ыи чпслан. Так, иапроиер, суыиу двух пррацп овальных 
чисел нельзя определить ни как совокупность, в которой содержится 
столько едпнвц я алоквотных частей единицы, ск□:^ь!со их и двух сла1- 
гааиых, виеств наятых, вя вядуктивно, как :1то делн.1 Грассмз в для це- 
ни другое определение в 
: не употребпнть термина 
:\ьм, говоря, что оррацио! 
:; пли подобное ограничв!: 
I паудобяо; с другой сгор'опы, еообразу, 
дения в одпоЕ а то^г же области знания так 
перыанентыосгн в определение 



зл, вбо в 



{ врряциовальвык! 



) внеет здесь 
.суииа* в проненеввв 
альвые числа во ВН6ЮТ 
яе било бы в высше!! 
сь с выгодами собпю- 
'я знания так аазываеиого правила 
твриина (по этому правилу всякое нз- 
I должны совершаться так, чтобы новое 
то.-1ько ве про'глворечяло арежвему, 
ай), будет вапболео цепе- 
)йствий пвд ввществен- 
тп териавы 



ыоглн быть отаосииы «ак к рациональный, так и в 


иррациональным 


числаи, и чтобы, совершая над радиочальпммп чис 


амп действия на 


освованив нового пх овредеяеняя, вы воег'ди получали срея1нив рв- 




над двумя дровзЕольпыии раппопапьвыив чирпнмн 


и и ^. Еслв ваЗдек 


правило К, по которому, зная сеиеапя, произиодпиы 


числами аи/), ыы 


всегда в систояпни найти сечение, проиаводпмое чв 


слому, то действие 


можно будет определить, как процесс составлеии 


я некоторого се- 


чеввя но правилу К яэ сечение, нронэводииых чи 


спами в и ^. Такое 


определвыне депствин 0, имея сиысл и в том случае 


когда одно ва 


чисел а и Э П.ТВ оба они иррациональны, обладает 


свойством перма- 


нентЕости. Процесс отыскагшя новых перманентных 


определенин деЯ- 


ствий при переходе от рацпоиальнык чисел ко всей с 


встеме веществев- 


ных чисел автор называет нрнввдеаиеи вычянлевяй 




числами и вычвсяенпям о рациональныиц числами. 




Вримт. 


первводчина. 



ибо всякое чиоло г, в с, ыцныпе к&ждого числа с, в 

Если теперь оба числе а, р рациональные, то каждое 

Евраеащееея в С, число г, <«+[^, ибо я,<а я />, • ' ^, а 

?ому и я, -(-й, <а + 3. Если бы, далее, в С, сол'^рясйлоеь 

ме-лабо число с^•Са-\-{^, так что было бы а 4- р = с 4- /,, 

I означает положительное число, то мы нашли бы, что 

но находится в противоречии с оаределевиеи числа с^, 
Е как а — -з-/" еоть число из А,, а ^ — -^Р есть число из В,. 

КИМ образом, каждое содержащееся в С^ число ^"1 ^ о -Ь ?; 

идовательно, сечение (С,, С,) образуется в этой случае 

кыой <^-{'?. Мы поэтому не поГ'решим против определе- 

I которое имеет место в арифметике рациональных чи- 

, если во всех случаях будем разуметь под суммой п + р 

[ух пропавольных ветесгвеееых чвсел з, ^ то число т, по- 

щством которого образуется сечение (С[, С^)*). Далее, 

[ только одно из двух чисел а, р — например, а — раци- 

3, то легко убедиться, что на сумму 1=^%-^-^ не 

Ияет го обстоятельство, отнесем ли мы з к первому классу 

I или ко второму А,. 

Так же, как сложение, можно определить и остальные 

[ так называемой элементарной арифметики, а именно 

^тавление разности, произведения, степени, корня, 

фна. Таким образом можно придти к действительному 

»затвльству теорем (как, например, У^2. ]^3— уб 

йрые, сколько я анаю, до сих пор нигде не доказаны. 

ишком большие подробиостп, которых следует опасаться 

[ определении более сложных операций, лежат частью в 

^вроде саного предмета, большею же частью они могут 

1ть устранены. В атом отношении является весьма попв- 

ым понятие об интервале, т. в. системе А рациональных 

1сел, обладающих следующим характерным свойством: если 

ЕЯ а' суть числа системы А, то все рациональвые числа, 

Кащпе между а и а', содержатся в Л. Система К раци- 



•) 



] оечениП (к^, Л^) в (В,, Вд) по ркмшшоиу то; 
Прил 



3 что способу. 



овальных чисел, а также и оба класса каждого ое сеч^няя 
оуть интервалы. Если существует рациональное число в,, 
которое меньше каждого числа интервала А, и если есть 
рациональное число а,, которое больше каждого числа ин- 
тервала А, то А называется конечным пнтервалои; в этой 
случав существует, очевидно, бесконечное множество чисел, 
такого же рода, как а,. Вся область Н распадается на три 
куска: А,, А, А,, иричем появляются два вполне опреде- 
ленных рациональных пли иррациональных числа о:,, а„ 
которые соответственно могут быть названы нижней и верхней 
(или меньшей и больщей) границей интервала А. Нижняя 
граница '», определяется сечением, в котором первый класс' 
образован системой А,, верхняя же граница а, определяется 
сечением, в котором А^ образует второй класс. О всяком 
рациональном или иррациональном числе 1, лежащем между 
а, И ч^. будем говорить, что оно лежит внутри интервала А. 
Когда все числа интервала А являются также числами ин- 
тервала В, то А будет называться куском В. 

Придется, повидпмому, сделать еще большие отступле- 
ния, когда желательно будет перенести бесчиолевные пред- 
ложения арифметики рациональных чисел [например, пред- 
ложение, в силу которого {а-\-Ь)с~ас-\-Ьс\ на произвольные 
вещественные числа. Это, однако, не так; скоро убеждаешься, 
что все здесь приводится к доказательству положения, по 
которому арифметические операции самп обладают некото- 
рой непрерывностью. То. что я под этим понимаю, я облеку 
в форму общей теоремы. 

„Если число >. есть рваультат вычислений, совершенных 
над числами а, р, 7|--> н если ?. лежит внутри интервала Ь, 
то можно указать интервалы А, В, С (внутри которых ле- 
жат числа а, р, I,...) такого рода, что рваультат такого же 
вычисления, в котором, однако, числа а, р, у,.,., заменены 
любыми числами соответственных интервалов А, В, С,..., 
будет всегда представлять число, лежащее внутри интер- 
вала Ь". Однако же, ужасная трудность, связанная со оло- 
веоныы изложением такой теоремы, убеждает нас в той, 
что здесь необходимо что-нибудь предпринять для того, 
чтобы придти в помощь языку: этого мы действительно до- 



стираем самым совершеввыи обравои, когда вводвм поня- 
тие о переменных величинах, о функциях, о пределах. Всего 
целесообразнее было бы основать ва этих вовятвях опреде- 
ления дани простейших арнфиетнческпховераций, что здесь, 
однако, не может быть дальше проведено. 

§ 7. Анализ бесконечных 

В яаключенив мы уясним себе зависимость между ври- 
веденными до свх пор соображениями н основными поло- 
жевияии анализа бесконечных. 

Говорят, что переменная величина х, пробегающая 
последовательные определенные численные анач^ння, при- 
ближается к постоянному пределу «, если она в ходе процесса 
изменения окончательно *) заключается между каждыми двуия 
числями, между которым^! а само лежит, пли, что то же, 
если разность л* — а, взятая абсолютно, окончательво опу- 
скается ниже всякого данного значения, отличного от нуля. 

Одно из важнейших предложений гласит так: „Если 
величина л; возрастает постоянно, но не сверх всяких гра- 
ниц, то она приближается к некоторому нределу". 

Я доказываю это нрвдложенае следующим образом: по 
предположению, существует одно, а оледовательво, и бвс- 
числеввое множество чисел «^ такого рода, что х постоянво 
оохавтся-<д^. Я обозначаю через Щ систему всех этих чи- 
оел 2^ и через З!, систему всех остальных чисел а,; чаждое 
нз последних имеет то свойство, что впродолжение процесса 
изменения имеем окончательно хУ^сл^, поэтому каждое чи- 
сло 3, меньше каждого числа а, и, следовательно, суще- 
ствует число с(, которое представляет собою или ваибольшее 
в Э(,, или наименьшее в 31, (§ 5, 1У). Первого быть не мо- 
жет, ибо X никогда не перестает возрастать, поэтому а есть 
наниеньшее число в 311. Какое бы число а^ ыы ни вяяли, 



*) Автор употрвблявтолово „йеГшНи' — „определенно, решительно, 
той оыысяд, 1то, приобретв квкое-лвбо свойство а 
определенные ноивнт своего нзионенпа, переиеввая величина уД^Р" 
жявиет это свойство впродопкенпе всего остального хода процесса. 
Прилч-ч. 1герено'1ч11ка. 
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рано или П08ДВ0 будет окончательно а,'<х<«, *. е. х при- 
ближается к оределу а. 

Это предложение эквпвалевтво принципу непрерывно- 
сти, то есть оно теряет свою силу, как только «ы станем смо- 
треть хотя бы на одно вещественно-з число, как на число, от- 
сутствующее в области 9(; или, выряжаясь иначе, если это 
иредложевве верно, то нерва и теоргма IV в § 5. 

Другое предложение, также ему эквивалентное, но еще 
бол'-е часто встречающееся в анализе бесконечных, гласит 
так: „Если в ироцессе измеаенпя величины х можно укааатъ 
для каждой положительной величины ■/ соответствующий 
момент, начиная с которого х ивменяется ыеыьше, чем на б, 
то дг приближается к некоторому пределу". 

Это обраш'-ние легко доказуемой теоремы, по которой 
переменная величина, приближающаяся к определенному 
пределу, изменяется, в конде концов, меньше, чем на лю- 
бую данную положительную величину, может быть выведено 
как из предыдущего предложеппя, так и непосредственно 
из принципа непрерывности. Мы выберем последний путь. 
Пусть 'I будет проиевольная положительная величина (то 
есть й>>0); но предположению, наступает момент, начиная 
с которого л: пзменяется^ меньше, чем на о. то есть, если в 
втот момент X обладает значением а, то впоследствии всегда 
х>-д — 5 и х<Са-\-о. Я оставляю на время первоначаль- 
ную гипотезу и держусь только сейчас доказанного факта, 
что все позднейшие значения переменной х лежат между 
конечными значениями, которые могут быть даны. На этом 
я основываю двойвое подразделевие всех вещественных 
чисел. К системе Э1, я отношу всякое число о^ (например, 
а 4" о), обладающее тем свойством, что в ходе процесса х 
окончательно становится < а^; к системе 9(, я отношу всякое 
число, не содержащееся в Э1^. Если а, есть такое число, то, 
как бы далеко процесс ни продолжался, случай лг>-а, будет 
еще наступать бесчисленное множество раз *). Так как к^ 



*) Ибо протяваое озвачяпо бы, что яврквеветво л:-< В] еарпвед- 
пиво окончательно, т. е. В) пржвадлвЯЕало бы в классу ^^. 

Примеч. п(ревог*ник(1 . 



ждое число 5, меньшз каждого чвсла а^ *), то существует 
вполвв ооредоленвое число се, которым производится это 
оеченпе (311, 'Л^) системы Й и которое я буду ннзывать верх- 
ний пределом перемеиаой ввличпаы л-, остающейся ооегда ко- 
нечною. Но характером нэиевений переменной х порождается 
также другое свченае (3?1, ??,) системы 3(: число?, (например, 
а — '») заключается в дУ,, если впродолженио процесса окон- 
чятельно х>^,; всякое другое число ^^, подлежащее вклю- 
, имеет то свойство, что х никогда окончательно 
витея>р5, так что случай -^'<р, будет наступать 
еще бесчисленное множество раз. Число ^, производящее 
это сечение, пусть называется нижний пределом перемен- 
ной X, Оба числа а, ^1 очевидно характеризуются следующим 
свойством: если е есть произвольно малая положительная ' 
величина, то всегда буцет окончательно а:<п + е и д->Э- 
но никогда не будет окончательно х <о: — р и х> р -{ 
Теперь возможны два случая. Если аир отличны друг от 
друга, то необходимо з>р, ибо всегда а^>р,; переменная 
величина дг колеблется и, как бы далеко процесс ни пошел, 
ова все еще претерпевает изменения, значения которых 
превосходят (з — р) — 2ё, где е означает произвольно малую 
положительную величину. Первоначальная гипотеза, к ко- 
торой я теперь только возвращаюсь, находится в противо- 
речии с ВТИМ выводом; остается, новтому, только второй 
случай а = р, и так как уже доказано, что как бы мала ни 
была положительная величина е, окопчательно будет всегда 
я<а4-в и х>р — 6, то л приближается к пределу а, что 
и требовалось доказать. 

Удовольствуемся этими примерами в изложении связи 
между принципом непрерывнооти и анализом баоковвчных. 



') Потоиу что п 
онв> еще бйлыпв, 1 



т сделается еще болЬ1пе, ^ 



Доказательство существования трансцендентных 

чисел 

(по Сап1ог'у) 



Предварительные замечания 

>:; 1. Число N в&зывавтся алгебраическим, когда оно 
удовлетворяет уравнению ввда 

А = дх"' + я,х'— Ч + а„_,х+я-, = 0... (1), 

где показатель т есть положительное целое чвсло, коэффн- 
цаенты а, а,., -л.,-,, а„ суть целые числа, а коаффиционх а 
отличен от нуля. 

В этой уравнении ыы ыожеи считать ковффицнент а 
высшего члена положительным, ибо, допуская противное я 
меняя знаки всех членов уравнения, найдем, что число N 
удовлетворяет уравнению того же вида, но при этом ковф' 
фициент высшего члена есть уж^ положительное число. 
Можно также предооложить, что обший наибольшнП делп- 
тель 4 всех коэффициентов уравнения равен вдивлце, ибо, 
предположив ^ отличный от единицы и разделив обе части 
уравнения на (/, найдем, что число N удовлетворяет урав- 
нению вида (I) с коэффициентами, общий наибольший де- 
литель которых равен единице. 

Рассматривая алгебраические уравнения, мы всюду бу- 
дем предполагать (если противное не оговорено), что эти 
уравнения приведены к виду (1) и что коэффициенты в 
этих уравнениях удовлетворяют условиям, установленным 
нами относительно коэффициентов уравнения (1), 

Степень алгебраического уравнения, которому удовле- 
творяет алгебраическое число N. по определению, не может 



быть меньше единицы, и, следовательно, вмеет ш1П1тит. 

Звая ВТО, докажем следующую теорему. 

Теорема I. Если алгебраическое уравнение 

А = ЛХ'"'-г Д,Д""'~' + --■ + Яя.-1Л* + вл1 = 
есть уравнение наименьшей степени, удовлетворяющееся числом К. 
и если полином А делится без остатка на полином 

В = Ь" -ь ь.х"-' -\ 1-*.-1* + ь. , 

в котором показатель п и коэффициенты, Ъ, Ь,,..., Ь,-,, Ь^ 
удовлетворяют условиях, установленным соответственно относи- 
тельно показателя т и коэффициентов полинома А, то поли- 
нома А и В тождествгнно равны, то есть 

т = л; а^^Ь; а^^= Ь^\. . . а„-\ = Ь„^\\ а,„= Ь„. 
Доказательство. Нельзя допустагь, чтобы было п^т, 
ибо в этом случав полином А не мог бы делиться бее 
остатка на полином В. Покажем также, что и неравенство 
и<т невозможно. Когда и < т, то частное от деления по- 
линома А на полином В представится в виде полинома 
С = сх''-" '{-с^x^^""-^-\- |-с,— „-1Х-|-С„_„ 



рациональными 



есть поло- 



жительное число. 

Приведем все коэффициенты с, с,, .. . , с„_„ к одному 
анамвнателю ^ и допустим, что после втого их чиспителн 
имеют общим наибольшим делителем число 4. Полином С.] 

представится в виде 



где 

С ^ С'Х"-" -{• С'^Х"-'-* + - - ■+ С'т-„~1Х-\~ ('.-„. 

Покааатель т — п и коэффициенты с', с\, . . . . с'™_. 
удовлетворяют теперь условиям, установленным относи- 
тельно показателя и коэффициентов полинома А, и мы 
имеем тождественно : ' 

А^^ВС. 
? 
Число N. обращая в нуль полином А при замещении 
X на N. должно обратить в нуль один из двух полиномов 
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В и С, что невозможно, ибо степени п и т — п алгебраи- 
ческих уравнений В = О и С -- О меньше /и, а уравнение 
А = есть алгебраипескои уравнение наименьшей степени, 
удовлетворяющееся при л* =- X. 

Таким образом, необходимо допустить, что 



т = ;/. 



В этом случав частное от деления А на В равно -; • 

Обозначив через -., несократимую дробь, равную -у- , будем 
иметь тождественно : 

ах'" + а,х'''- Ч- '- Л-" " -- о- (/''^"' ^г Ь^х'"-^ -\ [- Ь,п) , 

й 

откуда 

Ь'а —--а'Ь\ Ь'а^ -■ аЬ^\ . . . : Ь'а„ ■ аЬ,.,. 

Принимая по внимание, что а' и У взаимно простыв 
числа, найдем из 'этих рагннсту, что каждое из чисел 
а, л,,..., а., имеет делителем число а\ а каждое из чисел 
Ь, /^^ , . . , , /;„. имеет де.штелем число //; следовательно, 
а' гг-.Ь' ^^ I. Но в таком случае предыдущие равенства обра- 
щаются в 

а ^--■-- Ь\ а^ Ь^у . . . ; а,п -- Ь.„ , 
что и требовалось доказать. 

Следствие. Если полином А делится без остатка на пО' 
лином 

в'-=//х" + ^у-^ \ -:■ /;'., 

где и есть положительное целое, Ь\ Ь\у ... , Ь ' суть рациональные 
числа и Ь* отлично от нуля, то В' отличается от А только по- 
стоянным (независимым от х) рациональным множителем. Дей- 
ствительно, мы видели уже, как приведением коэффициен- 
тов к одному знаменателю д и вынесением за скобки общ;его 
численного множителя (I можно представить таиЬй полином, 
как В\ в виде 

В' Г-. -^- В, 

причем в полиноме 

В- -Ьх" + Ь,х'-~' -1-/;. 



коаффипнбнты удовлетворяют условиии, уртановл>'НВым отео- 
носнтвльво коэффпциептов полвномя А, Делясь без остатка 
пл В', полипом А делптря без остатка п ня В, но в такой 
случае, в сипу доказанной теоремы, 



В = А и В'- 

то есть, полином В' отлпчаетоя 
стоянным множителей 



полинома А только по- 



Теореиа II. Алгебраическое уравнение А=0 наименьшей спи- 
пени т. удовлетворяющееся при х='И. неприводиио, т. е левая 
его часть неспособна делиться без остатка ни на какой полином 

чде п-Ст есть полож11тельное целое число, Ь, й,,..., Ь, суть рацио- 
нальные числа и Ь отлично от нуля. 

Ибо, допустив, что А делится на В, ыы нашли бы, что 
В отличается от А только постоявныи множителем и. сле- 
довательно, степень н полинома В не могла бы быть ниже 
степени т полинома А. 

Теорема III. Если алгебраическое уравнение 

А = ах" -\-а1Х"'-'-\ \-а„ =0, 

удовлетворяющееся при л=М, неприводимо, и если 

В = ;.:с"+/.,д— 'Н ^^" = 

есть одно из алгебраических уравнений наименьшей степени, удо- 
влетворяющихся при л:=N, причем коэффициенты Ь удовлетворяют 
условиям теоремы, I, то полиномы А » В тождественно равны. 

Доказательство. Так как каждый из полиномов А и В 
делится без остатка на х — К, то их общий наибольший де- 
литель О зависит от х Из самого же процесса нахождения 
общего наибольшего делителя В вытекает, что В есть поли- 
ном вида 

^ = ^^X^-\-4^xI-^-\ 1-^^, 



где р есть положительное цело*, й, ^„. . .^двлые числа ^ 

коих общий наибольший делитель можно принять равный 

единице *), в ^ отлично от нуля. Отоюдя, согласно теореые 1, 

вытекает, что полиномы В и О тождественны; следовательно, 

ПОЛИНОМ А делится без остатка на полином В; но поливой 

А ненрнводим: следовательво, степень т иоливоыа А равна 

степени п нолиноия В. Частное от деления А на В будет 

В 
повтому равно - - . _ 



дет, следовательво, равно - 



, то есть поливой В делится 



бее остатка на полином А, а так как В ^ О есть уравнение 
напиеньшей степени, удовлетворяющееся при *=N, и В 
делится без остатка на Л, то, по теореме I, полиномы В ■ 
А тождественны, что и требовалось доказать. 

Теорема IV. Существует только одно алгебраическое урав- 
нение *") наименьшей степени с целыми коэффициентами, коих 
общий наибольший делитель равен единице, удовлетворяющееся 
данным алгебраическим числом N. Это уравнение будем называть 
уравнением, определяющим аллебраимеское число N. 

Ибо, если А=0 п В=0 суть два алгебраических урйВ- 
авняя наименьшей степени о целыми коэффнциевтамн, коих 
общий наибольший делитель равен единице, удовлетворяю- 
щихся числом N1 то, по теореме И, уравненве А=0 непри- 
водимо, а по теореме П1 полиномы Л и В тождественно 
равны. 

Следствие. Если алгебраическое число N удовлетворяет 

алгебраическому неприводимому уравнению А^^О, то урав- 
нение А ^^ О и есть то единственное уравнение, которым 
определяется алгебраическое число N. 



*) Если бы некоторые из коэффициентов 4 не были целыми, ю, 
умножпв все каэффпцаеиты на их обш;в1'а наииепьшего знамеватвля и 
разделив цолуяеиаыв после уипожеява числители на вх общего вяи- 
вольшего делителя, получии общий ваибопьшяй делитель цолввоиов 
А в В в требуеион форме. 

*■) Коэффициен! высшего чпева этого ур&иневва вредполагавтсж 
цолокительыык. 



Определение трансцендентного числа 

§ 2. К классу алгебра ичеоких чисел относятся : 

1) Все рациональные числа, ибо каждое рацвональвое 

число можно представить в виде несократимой дроби 

которая определяется алгебраический ненрпводиыыы урав-: 
нвнпем 

ах — Ь =0. 

2) Вое те иррациональные числа, которые получаются, . 
как результат соединения рациональных чисел при помощи 
конечного числа рациональных действий (-|-, -^, Х| ') в * 
извлечения конечного числа корней с целыми показателями, 
ибо такие иррациональные числа, как доказывается в 
высшей алгебре, суть корвм неприводимых алгебраических 
уравнений с целыми ковффваентами. 

3) Все те иррациональные числа, которые, служа 
корнями алгебраических неприводимых уравнений с 
целыми ковффициевтами, не могут быть получены, как 
результаты соединения рациональных чисел посредством 
конечного числа рациональных действий и конечного числа 
иавлечевий корней с целыми показателями. Существование 
таких алгебраических иррациональных чисел впервые дока- 
аано Абелем. 

Спрашивается, исчерпывается ли весь класс иррацио- 
нальных чисел двумя классами алгебраических иррациональ- 
ных чисел, или существуют еще иррациональные неапге- 
бранческие числа, т. е. такие, которые не могут удовлетво- 
рять никакому неприводимому алгебраическому уравнению 
с целыми коэффициентами. 

Наыек на существование неалгебраических иррацио- 
нальных чисел содержится уже у английского геометра 
1атеа Сгге^огу (1638—1675) в его сочинении Уега 01гси11 , 
ек ЬурегЬо1ае ццайгаЬига. Лейбниц назвал такие числа транс- 
цендентными. 

Итак, трансцендентным называется всякое число, которое 
неспособно удовлетворить никакому амебраическому неприводимому 
уравнению с целыми коэффициентами. 
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Строгое доказательство существоиаыпя трансцендентных 
чисел дано пперьые ЫопуШе ем (Сотр1е8 геийиз, 1844, и 
журнал Ь1оиу111о'я 16, Ь^Г)!). Оно основано на теории не- 
прерывных дробей! и предстаиляотея довольно сложным ^). 
Замечательное но простоте и гениальное по идее доказа- 
тельство сущоствованпя трансцендентных чисел дано было 
затем германским геометром веог^'ом Сатйог'ом в статье 
иеЬег е1пе Е15ен8с11а1'(; Лез И1Ь^§пГГе8 гееПег а1^еЬга18сЬвг 
%аЫеп в журнале СгсИ'я 77 (1873). К изложению этого до- 
казательства мы топерь и переходим. 

Понятие об исчислимом комплексе 

{:^ 3. Комплексом называют совокупность, составленную 
из ограниченного или неограниченного числа предметов, 
называемых членами сомплекса. 

Мы будем рассматривать только такие комплексы, чле- 
нами которых служат вещестненные числа, взятые в неогра- 
ниченном числе. 

Са111ог называет исчислимым комплексом (аЬгйЫЬаге 
Меп^е) такой комплекс, члены которго могут быть перену- 
мерованы, т. е. расположены в един ряд таким образом, 
чтобы кажды11 член комплекса .занимал в этом ряду совер- 
шенно определенное место (указываемое нумером) и чтобы 
каждое определенное, указанное нумером, место ряда было 
занято одним только определенным членом комплекса. 

Комплекс положительных четных чисел представляет 
пример исчислимого комплекса, ибо, располагая эти числа 
в порядке их возрастания, 

видим, ЧТО каждый член (например, 2;/) занимает совер- 
шенно определенное (п-ое) место и, наоборот, каждое опре- 
деленное (п-ое) место занято одним определенным чле- 
ном (2«). 

*) См. также: 1) К. Поге1. Ьес^опз яиг 1а 1;11еог1е (1е8 ГопсИопз. Рап8, 
1898, стр. 26 — оЗ. 2) Б. Кагаи. Новое доказательство трансцендентности 
чисел 7г и е. „Вестник Оиытиои Фи;зики и Элементарной Математики', 

№ 286. 



Комплекс натуральных чисел 

представляет другой пример псч1и*л!1\гого комплекса. 

Члены этого комплекса могут быть рассматриваемы, 
как нумера мест, занимаемых чло:1лм11 лл оого исчислимого 
комплекса, и, следовательно, мелсду ч,!* :;:.ч[1 в('якого иочи- 
•слимого комплекса п членами компл» кся {'!) оуществ^в^ вза- 
имно однозначное соответствие, то ест1> каждому члену 
исчислимого комплекса соответствует чтен комплекса (2) и 
каждому члену комплекса (2) соотвегогвуег один опреде- 
ленный член исчислимого комплекса. 

Когда между членами двух комплексов возможно уста- 
новить взаимно однозначное соотрететвие, то Сапйт гово- 
рит, что эти комплексы имеют одинаковую мощность (?\1;чс1\' 
и^кек). Можно поэтому установить следуютч.»ч 01:[>е;:'\и*иие: 

Исчислимым комплексом называется комплекс, мощность 
которою равна мощности ком71лекса натуральных \иссл. 

С первого взгляда может п.)Ка.)нт^.еи, что комплекс 
всех рациональных положительных чисел ие е^чь исчислимый 
1Сомплекс. Действительно, располагая веч* эти числа в один 
ряд по порядку их возрастания, находим, что к ч/ьдому опре- 
деленному рациональному положительному числу N пред- 
шествует бесчисленное множество других раиионп^дьных 
положительных чисел, меньших X, вследствие чего нель:зя 
указать нумера места, занимаемого в этом ряду числом X. 
Можно, однако же, дать другое расположение членам ком- 
плекса рациональных положительных чис(.чп и притом такое, 
что каждый член этого комплекса будет заиимать совер- 
шенно определенное место. 

Комплекс рациональных положительных чисел есть 
комплекс всех неравных ме:клу со»".,' к:» ^-:* 1:и>е<*лы1ых поло- 
жительных несократимых дро:Зе11, К'-т-.р „х ;?ттаменатвли в 
частных случаях могут быть рявиы е.лниц". Рассмотрим 

одну такую несократимую дробь . Лоложим 

о 

Я-а-'гЬ. (3) 

и будем называть пелое положит-льпо • Ч1:.'л<^ Ы в;иоетою 
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р&ссматрвваеыов несократимой дроби. К&ждая весократамая 
дробь будет иывть определенвую высоту Н. Наоборот, су- 
ществует только ограниченное чн^.(0 весократциых дробей, имею- 
щих данное целое положнтельвое число Н своею высотою. 

Для нахоясдевня всех атвх дробей достаточно разре- 
шать относительно неизвестных а я Ь неопределенное урав- 

> (3) в целых и положительных числах, взять авачевия а 
числителями, а соответствующие значения Ь анаиеватвляии 
.пробей н отбросить все те дроби, которые окажутся сокра- 
тимыми. А так как уравыевие (3) допускает только отранв- 
ченное число целых и положительных решений, то часяо 
несократимых дробей, имеющих Н своею высотой, нецреиевно 
будет огравиченным. Так, ваарииер, в группе дробей 
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заключаются все те полоасвтельвые рациональные числа, 
которых высота равна 10. 

Еели распределим все положительные рациональные 
числа в классы по нх высотам 1, 2 8, 4,..., ееле затем 
внутри каждого класса расположим числа в порядке их 
воараставйя и если, наконец, соединим вти классы в один 
ряд, как это здесь показано: 



числа: 



0,1, 



1 



I 



1 



высоты: 1,2, 



то каждое положительное рациональное число будет аяни- 
мать в этом ряду определенное место, и на каждом месте 
будет находиться только одно определенное число. Таким 
образом, комплекс рациональных положительных чисел ока- 
зывается исчислимым комплексом. 



Комплекс вещественных алгебраических чисел 

§ 4. Доказательство существования травоцендентных 
вещественных чисел основывается у Сап1ог'а на следующих 
двух теоремах. 
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Первая теорема Сал^ог'а. Комплекс «ещественних алгебрая- 
щских чисел есть исчислимый комплекс. 

Донааатвльство. Пусть N будет алгебраическое число, 
определяемое неприводимый алгебраическши ураввевпем 

А=йх ■"-[- а, л"'-' -\ \- а„х -\ уа.„-,х-\- а.,, -■ О 

е целыми коэффедиевтами, причем о > 0. Обозначим черев 
I а„ 1 численную величину ковффгцвента о.,. Положим 

Н^»к — 1-;-д-|-|д,' + 1д,;-] у\а„ -~...-^\а„\ (4) 

и будем вавывать число Н высотою алгебраического числа 
N и определяющего его уравнения А^О. Каждое алгебраи- 
ческое число имеет, таким образом, определенную высоту Н, 
которая выражается целым положительным числом. 

Наоборот, существует только ограниченное число ве- 
щестпенаых алгебраических чисел, которых пыеота равна 
данному положительному целому числу Н. Чтобы найтя все 
алгебраические числа высоты Н, составим вое те алгебраи- 
ческие неприводимые уравнения, которых высота равна Н. 
Для этой цели достаточно будет Сначала разрешить в целых 
и положительных числах неопределенное уравнение (4), до- 
пускающее только конечное чпсло систем целых и положи- 
тельных значений для т.а, |а,|,..., а,,. . Имея все спстемы 
решений уравненпя (4). наппщем все те алгебраичвокие 
уравнения, которых высота равва Н, причем коэффициен- 
тами при X" {11=т — 1, т — 2,..., 1,0) в составляемых уравне- 
ниях будут служить различные значения выражения-!- |в»|. 
Из полученной таким образом спстемы уравнений исключим 
все приводимые уравнения, а также и всг! те уравненпя^Л 
коэффициенты которых имеют общим наибольщим делителе!^ 
число, отличное от единицы. Остающаяся после этого система 1 
уравнений будет в себе заключать все те и только те непри- 
водимые алгебраические уравнения, которых высота равна Н. 
Система конечного числа вещественных чисел, из коих каж- 
дое удовлетворяет одному из этих уравнений, будет содер*Л 
жать все те и только те алгебраические числа, которых 1 
оота равна Н*). 

') Найдви. дла прнывра, все те вещеатвенвые алгебр аичесивв Я 
чнсла, иоторых высота раьна 4. Полагав в уравневяи (4) Н = 4 и вя-Я 
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Ёслп расаределии все ващвствевные алгвбравчвское 

часла в классы по их высотам 1, 2, 3, 4 , если затем 

внутри каждого класса расположпи числа а порядке их 
возрастания в еслп, наконец, соединим зти (шассы в один 
ряд, то каждое вещественное алгебраическое число будет 
занимать в этом ряду вполне определенное место л на 
каждой месте будет находиться только одно определевное 
алгебраическое число. Теорема СапЬог'а, таким образом, до- 
казана. 

Вторая теорема Сап1ог'а. Можно найти бесконечное число 
вещественных чисел, заключающихся между данными пределами 
а и Ь~>а и НС содержащихся в данном исчислимом комплексе ве- 
щестпаенных чисел. 

ивчаа, что при этих м не иопет быть больше 5 и что йн авойходвио 
отпвчво от о (нбо в протинвом случае соответствующее алгебраиче- 
ское уравнение степенв т, вмея кореаь I = 0. будет орнводвиыи), вя- 
ходик, что воирос проводится к решевию в целих н полозсвтельних 
чвспах каждого вэ следующих нео в ре деле иных уранвеипи : 

" + |'»,|-4 ("■ = !) 

й+|<1,| + Ч| = 3 («. = 2) 

- + 1'>.Ц-|''.1 + |1.1= 2 (т=3) 

^> + \а,\ + \^^Л->^\а.\ + \а,\^1 (т = 4) 

а + |а,| + |<..|-|-|а.|-1-и,: + >,|=0 (т = 5) 

Последнее уравнение не дснуовавт ноложнтатького значавва 
для л и нотоиу должно бить отброшено. Уравнение, еоответствующев 
га = 4, уже при а = 1 не допускает дла | а, | значения, отличного от О, 
и потому также должно быть отброшено. 
ствующеи т — 1, чнсда а и | а, | аоложительЕ 
дедвтедь их равен едвявце, а потону ииве 
оистеиы решений: 

= 1; |>, 1 = 3, 
- = 3 ; 1 а, I = 1, 
соответсгвенпо чеиу имеем четыре уравнения : 

1 + 3 = 0; X — 3=0; Зх + 1 = 0; За:— 1 = 0. 
Уравнение, ооответотвующее т = 2, допускает, нрв а 
аожвтедьных, только едедующве овотены решений : 
а = |й,( = К|=1 
ж = 1, д. = О, I а, I = 2 и л=2. *, =0. 1% | = 1, 
00 ответственно чему имеем 8 уравнепнЁ: 

х^ + х4-1 = 0;д:' — х+1=0;х' + х-г=0;х'-х-1 = 0; 
х' + 2 = 0; х'-2=;0; 2х» + 1 = 0; 2х'— 1 =0. 




В уравпении, соответ- 
ы и общвб наибольшие 
н только с.юдующнв две 
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Доказательство. Пусть С будет псчислнмый комплекс 
вещественных чисел. Расиоложим эти чпсла в один ряд 

К„ N„ К,, N„ N (5) 

так, чтобы каждое занимало в атом ряду вполне определен- 
ное место, и обратим каждое число N в беекопечную деся- 
тичную дробь, Если какое-либо из чисел N обращается в 
конечную десятичную дробь — например, 0-26, — то эту деся- 
тичную дробь можно будет представить в виде бесконечной 
десятичной дроби двумя способами : как бесконечиую деся- 
тичную дробь с периодом О и как бесконечную десятичную 
дробь с периодом 9, то есть 

0-26 = 0.260 00... и 0-26 -^ 0-259 99... 
Мы предположим, что, если в ряду (5) какое-либо 
^еел N обращается в конечную десятичную дробь, то число 
Г замещено двумя равными ему бесконечными десятичными 
|}обями. Найдем затем две конечные десятичные дроби, 
Илнчающиеся друг от друга только одною единидею какого- 
вбо десятичного порядка и содержащиеся между двумя 
иными пределами а и Ь "^ а. Пусть, например, будет 
д < 0-45 < 046 <^ 
Составим бесконечную десятичную дробь 
с= ОЛЬс,с ,С.. ..€„.. . 



Парные два 7Р»»ивнид. а также в ураввеняя 1'-{-2=0, 2а;*-}-1=0 
( не йодершащвв вещвствевных корней, должны быть отброшены. 
ЗГраввевие, соответствующее ш = 3, допускает, при ц а | . 
Е, ТОЛЬКО одну систему рвшенпи 

ютветотванво чему ниееи '2 ураввевиа 

хЧ- 1=0. 
Оби этн уривнення, как прпводниые, до.1жаы быть отброшвнн>1 
III образом, паходии, что не при во доны ин алгебраическими уравнв»'! 
[н высоты 4, удовлетворяющиився вещественный в зааченняии х,Ч 
^дут только следующие уравнения : 

а: + 3 = 0; Зг -1-1=0: х*±х—1=0: х' — 2 = 0; 2л' — 1 = 0, 
Ввщеотвенш11ив адгебравчеокимн чНслаии, которых высота рав- 
I 4, будут следующее 12 чисел : 
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где ^,,г,,...,.-. суть аоследовательвые цифры чяслп с. начнпвя 
с третьего д<?сятпчного порядка. Каковы би ни было цифры 

е2^с^,■.■,С'^ дробь г будет содержаться а иитерввле0 4о в 0|46» 

а оледоватедьво. между а а Ь. Воаьыри теперь г, отлнчныи 
от третьей цифры дг-сятичиого порядка числа N1, плоотлп- 
чным от третьих цифр дпух бесконечных аериодцческнх 
дробей, заменяющих в ряду(а)место числа N1. Точво также 
возьием 1-, отличным от Ч1.тврртоП цифры числа X, или 
от четвертых цифр двух дробей, зацевяющих в ряду (5) 
часло X, п т. д.. вообще, цифру с, возьмем отлвчпою от 
«-0Й цвфры числа Х„. г или от пих пифр двух бесков&чаых 
десятвчиых дробей, ваиещаюших число К.-« а ряду (б). 
Бели затем подчиним выбор цифр г^,!:,,... какому-либо опре- 
делеввому досолычтельвому правилу, которое поаьолмло бы 
выбирать каждую цифру одним только способом, то для числа с 
получим определсвную бесконечную десятичную дробь, оо- 
держатуюся между пределами й и й п не входятую в ео- 
отав комплекса С. Действиттльно, допуснвя противное, ыы 
вашли бы, что с занимает определенное п-ое место в ряду 
(5), что вево.зиожво, так квк (м-]-2)-ой десятичный авак 
числа с отличается от соответствующего («-1-2)-ого знака 
числа N,„ или от (я-|--2)-ых цифр двух бесконечных деся- 
тичных дробей, раввых К„. 

Таких чисел, как с, можно составить сколько угодно, 
варипруя дополнительное правило выбора цифр г,, г,.... что 
и требовалось доказать. 

Как непооредственвое следствие из приведенных двух 
теорем СапСог'а вытекает 

Третья теорема Сап1ог'а- Существует нео1раниченно1- числа 
вещественных п1(!а»сц€ндентных чисел, соОержащнхся между двумя 
данными вещественными пределами а и &>д. 

Ибо, по первой теореме Сап1ог'а, комплекс веществен- 
ных алгебраических чисел есть исчислимый комплекс С, а 
по второй теореме можно написать сколько угодно веще- 
отвенных чисел, не содержащихся в этом комплексе и вакдю- 
чающихся между пределами а и Ь. 



ИМЕЮТСЯ ^1А СКЛАДЕ (Гос. Нзд- Украины. Пушкияс1Г»« 1 
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